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RESUMEN

En este trabajo la metodologia de opciones reales se presenta como un ins-
trumento indispensable para que los consejos de administraciéon de las em-
presas tomen decisiones respecto a proyectos de inversién o estrategias de
negocios cuando existe la flexibilidad (opcionalidad) de tomar en el futuro
nuevas decisiones relacionadas con extender, contraer, posponer, enmendar
o abandonar un proyecto o estrategia. Al respecto, el presente trabajo reali-
za una revisién de las diferentes f6rmulas analiticas que aparecen en la bi-
bliografia para valuar la opcionalidad de estrategias en el supuesto de que el
valor presente de los flujos de efectivo esperados sigue una distribucién log
normal o bien mediante el uso de métodos de arboles binomiales. En par-
ticular, se trata el caso de la toma de decisiones de venta o cierre de una em-
presa cuando el valor de mercado de sus titulos (de capital y deuda) excede
el valor presente de los flujos de efectivo esperados o el valor presente de es-
tos flujos es menor que cierto valor de recuperaciéon. En este contexto se
analiza el caso de una empresa mexicana de servicios satelitales de comuni-
cacién. Asimismo, se aplica la metodologia de opciones reales a proyectos ca-
rreteros de inversion; especificamente se examina el caso del proyecto de
construccién del primer tramo de la autopista Toluca-Atlacomulco segiin los
supuestos de volatilidad constante y estocastica. Es también importante des-
tacar que esta investigacion se centra en: i) la valuacién de opciones reales
americanas de abandono; ii) valuacién de opciones reales compuestas; iit)
valuacién de opciones reales con volatilidad extendiendo el modelo de Hull y

White (1987).
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ABSTRACT

In this paper the methodology of real options is presented as an imperative
tool for the board of directors of a firm for the decision making process on the
financial assessment of projects or business strategies when there is flexibility
(optionality) of making, in the future, new decisions such as: expanding, con-
tracting, deferring, correcting or abandoning a project or strategy. In this
regard, this research carries out a literature review of closed-form formulas
to value the optionality of several strategies are obtained under the assumption
that the present value of the expected cash flow follows a log-normal distribu-
tion or by using binomial methods. In particular, this paper deals with the
case of the decision making of selling or shutting down a firm when the market
value of its securities (titles of capital and debt) exceeds the present value of
the expected cash flows, or the present value of such expected cash flows is
less than certain salvage value. In this context, a Mexican firm that provides
satellite communications services is analyzed. Moreover, the methodology of
real options is applied to highway construction projects, in particular, the case
of the Toluca-Atlacomulco highway project is examined under the assump-
tions of constant and stochastic volatility. It is also important to emphasize
that this paper focuses on: i) the valuation of American abandonment real
options; i) valuation of composed real options; iii) valuation of real options
with stochastic volatility extending Hull and White’s (1987) model.

INTRODUCCION

La metodologia de opciones reales, en términos generales, es la apli-
cacion de las técnicas de valuacién de opciones financieras a la va-
luacién de proyectos de inversién y estrategias de negocios cuando
existe la flexibilidad de tomar, en el futuro, nuevas decisiones rela-
cionadas con dichos proyectos y estrategias. Asi pues, la metodologia
de opciones reales valaa la flexibilidad, u opcionalidad, de extender,
posponer, enmendar e incluso abandonar un proyecto de inversién
o estrategia de negocios, nuevo o existente, en una fecha futura.

La aplicacién de la metodologia de opciones reales en diversas dis-
ciplinas ha sido explosiva en los anos recientes; véase por ejemplo:
Shackleton et al (2004), Botteron et al (2003), Henderson y Hobson
(2002), Insley (2002), Courchane et al (2002), Bernardo y Chowdhry
(2002), Bengtsson (2001) y Slade (2001). El presente trabajo de in-
vestigacion efectia una revisién de la bibliografia del tema, que no
pretende ser completa, sobre férmulas analiticas para valuar la op-
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cionalidad de diversas estrategias de negocios, ya sea mediante el uso
de métodos de arboles binomiales o en el supuesto de que el valor pre-
sente de los flujos de efectivo esperados sigue una distribucién log
normal. La bibliografia basica de férmulas analiticas de opciones
reales comprende, fundamentalmente, Amram y Kulatilaka (1999),
Cuthbertson y Nitzsche (2001), Mun (2002) y Trigeorgis (1998).' Es
también importante destacar que el presente trabajo se centra en: i)
la valuacién de opciones reales americanas de abandono; i) valuacién
de opciones reales compuestas; iii) valuaciéon de opciones reales con

volatilidad estocastica extendiendo el modelo de Hull y White (1987).

1. VALOR PRESENTE NETO Y SUS LIMITACIONES

Con el criterio del valor presente neto (VPN), un nuevo proyecto o es-
trategia se acepta o se rechaza hoy si vPN > 0 o VPN < 0, respectiva-
mente, y no existe otra posibilidad. Una vez que un proyecto es
aceptado con este criterio, rigido y pasivo, los planes de inversién no
se modifican, es decir, la inversion es irreversible. Por otra parte,
con el criterio del vPN no se puede valuar, hoy, la posibilidad de que
un proyecto o estrategia se expanda si el entorno de negocios y el
ambiente econémico son favorables dentro de cinco anos. Sencilla-
mente, porque hoy no se sabe si en el futuro se tendran o no condi-
ciones favorables para tomar esta nueva decisién. Sin embargo, se
puede plantear una “opcién” de expansion del proyecto o estrategia,
la cual se ejercera sélo si se presentan dichas condiciones favorables.
Esta opcidn, o flexibilidad, hoy tiene un valor que deberia integrar-
se al valor estatico que proporciona el VPN tradicional a fin de valuar,
de manera adecuada, un proyecto o estrategia que considere la fle-
xibilidad de tomar nuevas decisiones en el futuro.

Por lo anterior, en la metodologia de opciones reales un proyecto
o estrategia con VPN < 0 podria incluso ser aceptado si existe la flexi-
bilidad de extenderlo, posponerlo, enmendarlo, etc. En tal caso, dicha
flexibilidad, u opcionalidad, de tomar en el futuro una nueva decisién
tiene un valor en el presente, c. Aunque VPN < 0, si VPN + ¢ > 0, en-
tonces es viable extender o posponer el proyecto o la estrategia. De

1 La bibliografia basica de opciones reales comprende Dixit y Pindyck (1994) y Schwartz y
Trigeorgis (2001).
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esta manera la metodologia de opciones reales permite tomar decisio-
nes intermedias entre aceptar o rechazar un proyecto de inversién o
estrategia de negocios, como puede ser la decision de posponer, so-
bre todo cuando existe incertidumbre en los resultados esperados.
Diversos ejemplos de opciones reales, que surgen en la practica, se
enumera a continuacion:

i) ¢Si se invierte en publicidad o no?
it) ¢Si se invierte en investigacién y/o desarrollo?
ii) 51 se expande o no la produccién actual?
iv) ¢Si se pospone un proyecto de inversién?
v) ¢Si se abandona un proyecto de inversién existente?

Vale la pena hacer la aclaracién ingenua de que no existen merca-
dos de opciones reales. El valor presente de los flujos esperados de
un proyecto de inversién no es un activo que se compre o se venda en
el mercado. Sencillamente, la metodologia de opciones reales es 1til
para valuar la flexibilidad de extender, contraer, posponer, enmen-
dar o abandonar un proyecto subyacente de inversién.

Modificacién del valor presente por una opcién real

En esta seccién se ilustra el concepto de opcion real y se analiza
c6mo la flexibilidad en las decisiones de inversién modifica el crite-
rio tradicional de vPN. Asimismo, se introduce el vPN modificado aso-
ciado a una opcién real. De ahora en adelante, por simplificacién, se
hara referencia de manera indistinta a proyectos y estrategias.

Antes de entrar de lleno en el anilisis de la teoria de opciones rea-
les, el planteamiento de algunas ideas intuitivas puede ayudar a en-
tender mejor el concepto central de opcién real. Un ejemplo sencillo
es siempre un buen comienzo. Supéngase que la empresa P-MECS pla-
nea invertir en el desarrollo de un nuevo campo petrolero en el mar
a baja profundidad, con maltiples pozos, llamado “Campo Chico”
(cc). Si se utiliza el criterio tradicional del veN para evaluar la facti-
bilidad financiera del proyecto, la empresa tiene que estimar los
precios futuros del hidrocarburo. Posteriormente, con una tasa de
descuento adecuada, ajustada por riesgo, la empresa debe calcular
el valor presente de los flujos de efectivo esperados, ventas menos
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costos de produccién, que se generen durante la vida del proyecto,
por ejemplo, N afos. Suponga que VPN = —M (M millones de déla-
res). Desde el punto de vista rigido del criterio del vpN, el proyecto
tiene que desecharse. Algunas preguntas, sin embargo, surgen al res-
pecto: éno se omitieron algunos aspectos relevantes acerca de la po-
sible expansién del proyecto en el futuro? Por ejemplo, que tal si
estudios exploratorios recientes muestran que a mayor profundi-
dad de cc se pueden establecer otros campos petroleros. No obstan-
te, el desarrollo de otros campos de mayor profundidad sélo puede
realizarse si la infraestructura pero sobre todo el know how de cc ya
existen, para lo cual se requieren por lo menos IN/2 anos, entonces el
proyecto de CC tiene una opcién asociada: la posible expansién a
otros campos dentro de N/2 anos. Esta situacién proporciona un va-
lioso elemento de opcionalidad futura.

Esta opcion de expansién o, mejor dicho, esta flexibilidad que
considera la posible expansién tiene un valor hoy, ¢, que debe ser in-
tegrado al vpN del proyecto de cc, para obtener un valor presente
neto modificado, VPN, dado por

VPN = VPN +¢ (1)

Por supuesto, no se puede saber hoy, ent =0,si esta opciéon de ex-
pansién va a suceder o no. Todo dependera del precio futuro del pe-
tréleo y, por tanto, del valor presente de los flujos de efectivo
esperados. Si el valor de la opcién de expansién en el presente, ¢, es
mayor de M, entonces se debe aceptar el proyecto subyacente cc,
aunque VPN < (. Evidentemente, hay un factor de incertidumbre
asociado a la volatilidad de los precios del mercado del crudo. De
esta manera, la opcion de expansién se considera como una opcién
europea de compra, con volatilidad constante o estocastica.

I1. SIMILITUD ENTRE OPCIONES FINANCIERAS Y REALES

Al igual que en las opciones financieras, el valor de una opcién real
aumenta con el tiempo de maduracién y con la volatilidad del sub-
yacente. Esto implica que la flexibilidad de tomar nuevas decisiones,
en el futuro, tiene un valor mayor cuando el horizonte de planeacién
aumenta y/o cuando hay “mayor” incertidumbre en los resultados
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esperados. En los cuadros 1 y 2 se establece la correspondencia en-
tre los parametros de una opcién financiera y los de una real. De
esta manera una empresa que, a partir de ¢, tiene la oportunidad de
invertir en un proyecto subyacente hasta el momento T, posee una
opcién europea de compra para adquirir el valor presente de los
flujos de efectivo esperados, S,a cambio T del costo de inversién, K.
En la fecha de vencimiento, S, tiene asociado un factor de incerti-
dumbre: la volatilidad de los flujos de efectivo del proyecto. Por su-
puesto, la opcién sélo sera escogida cuando S, > K, en cuyo caso el
inversionista permanece en el proyecto subyacente; en caso contra-
rio seria conveniente abandonarlo.

CUADRO 1. Pardametros de las opciones financieras

Parametro Opcién financiera

Precio del activo subyacente en ¢

Precio de ejercicio de la opcién

Tasa de interés libre de riesgo

Volatilidad de los rendimientos del activo subyacente
—t Vida del contrato de opcién

~a m Ry

CUADRO 2. Similitud entre las opciones financieras y reales

Pardametro Opcién real
S Valor presente de los flujos de efectivo esperados ent
K Costo de inversién en T
R Tasa de interés libre de riesgo
c Volatilidad de los flujos de efectivo del proyecto
T -t Tiempo en que la oportunidad de invertir desaparece

Con las ideas hasta ahora expuestas y con cierto abuso del lengua-
je, se podria decir que mientras las opciones financieras tratan con
activos financieros, las opciones reales lo hacen con activos reales
(unidades de negocio, obras de infraestructura, etc.) generados por
medio de proyectos de inversion.

II1. OPCION REAL PARA POSPONER UN PROYECTO

Supéngase que una empresa tiene que decidir entre invertir una
cantidad I, =M en un proyecto hoy, t =0, o posponerlo hasta el
proximo afo,t = 1. Supéngase también que una vez hecha la decisién
de inversion, ésta es irreversible, lo que significa que su valor de re-
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cuperacion es cero. Supéngase que el proyecto de que se trate tiene
como objetivo producir un bien. El costo de produccién del bien es
N, N >1.Supdngase ahora que el precio del bien en el mercado pue-
de tomar, en cualquier tiempot =0,1, 2, ...,los valores N + 1 y N — 1
con probabilidades g y 1 — g, respectivamente. Por tanto, el precio
esperado esta dado por:

f=qN+1D)+(1-q)(N-1)=2¢+N -1 (2)

Supéngase ahora que la primera unidad del producto es vendida en
t =0y que el costo del capital (wacc) es 8. Como primer paso se calcu-
la el vpN del proyecto, para ello, por simplicidad, los flujos de efecti-
vo esperados f, se descuentan con el costo del capital y se resta la
inversién inicial, I, = M, esto es,

© 2q +N -1

VPN =-I, + ¥
t=0 (1+9)

— M +@q+N-1)% —

3
t=0(1+3) *)

=-M +(2q +N—1)(88%1]

Considérese ahora la opcién de posponer la inversién hastat =1. En
este caso el valor presente neto de esta opcién es

WV:qmax(_M +§ N+l 0}+(l—q)max(_M +§ N-1 0]

1+8 =01 +8) 148 =01 +5)

(—M +(N +1)(6ij W

)
= O
q max 155 ,O(+
(4)
(w2t
1- ,0
+(1 —g) max| 175 J

=q max M +N+1,0 +(1 —¢g)max -M +N_1,0
1+86 o 1+6 o
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Obsérvese que las sumatorias en VPN comienzan ent =1, ya que la
inversién se pospone hasta esa fecha. Si se supone que

N-1<M o <N+1 (5)
1+98
se infiere que
VPN —q N+1 M
S 1+8

Si,ent =1, el precio aumenta a N +1, el valor presente de los flujos
de efectivo es (N —1)(8 +1)/9, lo cual supera la inversion inicial M,
mientras que el valor presente de los flujos de efectivo cuando el
precio disminuye a N —1 es (N —1)(d +1)/9, esta cantidad es menor
que la inversién. Si se escribe

)
M2 ]=nN
( 1+ 8)
lo cual es congruente con (5), ya que N =1 <N < N +1 siempre es
cierta, se tiene que

S

N+1_ M\ q
o 1+6

mzq(

Por otro lado, de (3), se obtiene

VPN =(2q — 1)(%)

Cuando 0 < g <1/2, se tiene que

VPN ==>0

ol

VPN <0

Segun el criterio tradicional del vrN, el proyecto tiene que ser recha-
zado. Sin embargo, la opcién de posponer la inversién hastat =1 tie-
ne un valor positivo. Obsérvese también que cuando g =1/2, se tiene
que VPN =0y



PROYECTOS Y ESTRATEGIAS DE NEGOCIOS 371

VPN = VPN +c¢

en el que c =1/26 es el valor actual, de la opcién real de posponer la
inversion hasta t =1 lo cual esta de acuerdo con (1).

IV. DIFERENTES TIPOS DE OPCIONES REALES

Considérese un movimiento browniano (W,), , ;, definido en un es-
pacio fijo de probabilidad equipado con su filtracién aumentada
Q. F,(F),_y.1,P). Se supone que el valor presente de los flujos de

efectivo esperados en t, S,, es conducido por
dS, =(S,, )dt +(S,, )dW, ©6)

en el que W(S,,2)y o (S,, t)> 0 son funciones conocidas que posterior-
mente se especificaran.

1. Opcién real de expansion

Una empresa podria expandir el valor presente de los flujos de
efectivo esperados de un proyecto en una proporcién o. Por ejem-
plo, mediante el incremento en las de ventas futuras, precios, capa-
cidad de la produccién o base de clientes, para lo cual requiere
invertir la cantidad K' en el momento T'. Esta posibilidad estratégica
tiene una opcién asociada con el proyecto subyacente existente. Si
(1 +a)S, —K' es el valor presente neto aumentado en la proporcién
0.% menos el costo de la inversiéon adicional K' al momento T, el va-
lor intrinseco de esta opcion esta dado por

¢ (S T3 00, K') =max((1 +a)S; —K', S;)
=S, +max(a S, —K’, 0)
=S, +a max(S; — K, 0)
=S, +a c(Sy,Tso, K)

(7

en la que K = K'/at y ¢(S,,T; K)es el valor intrinseco de una opcién
europea de compra. En particular, si el valor presente de los flujos
de efectivo esperados es conducido por un movimiento geométrico
browniano “neutral al riesgo”,
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ds, =rS,dt +cS,dW, (8)

en el quer es la tasa de interés libre de riesgo y 6 > 0 es la volatilidad
instantanea, se tiene que el valor de la opcién real de expansion, ent,
esta dado por

c:(S,,t)=e "T-VE[S, + o max(S; —K,0)|F, ]
=e 00 [ 7 (S + 0 max(Sy — K, 0))fy s, (5] S, )ds ©)
o t 9
:efr(Tft)E [ST |St] +aeir(T7t) J.IO(O(S _K)fSTlst(slst)ds

=S, +acy(S,,t)

en que
2]
. l(h{si)—(r—%czj@—tﬂl
s|S,)=—————exp{—= L 10
fSTlSz( | t) m P 2L G(T—t) J ( )
eas(Sp, 1)=S,0(d,) — Ke 10D ()
1.2 (11)
d 1 —-=g
D)= e 2 d
() LDM &
ln(s—tj+(r +102)(T—t)
4, =K 2 (12)
] ovT —1t
y

d,=d,—cT 1 (13)

Es decir, c4(S,, t) es la formula de Black-Scholes para valuar una
opcién europea de compra.

Es importante destacar que los flujos de efectivo esperados no
son un activo que se compre o venda en el mercado, lo que genera
una situacién de mercados incompletos. Por tanto, los resultados
que arroja la férmula de Black-Scholes hay que tomarlos con cierta
cautela.
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2. Opcion real de contraccion

Cuando una empresa introduce al mercado un nuevo producto
(bien o servicio), usualmente, tiene un plan de inversién en dos eta-
pas. En la primera la empresa invierte una cantidad inicial, por lo
comun pequena, para conducir estudios de mercado. La inversién
subsecuente depende de los resultados de dichos estudios. Si, en la se-
gunda etapa, el producto no presenta la aceptacién esperada la em-
presa puede ejercer la opcion real de contraer la produccién con el
recorte de inversiones futuras.

Sea M el costo de la inversién inicial en t. Si el producto no tiene la
aceptacion esperada, la empresa puede invertir en la segunda etapa
una cantidad mas pequeiia N, N <M, lo que traera como conse-
cuencia una contraccién, en una proporeién 3, del valor presente de
los flujos de efectivo esperados del proyecto subyacente. El valor in-
trinseco de esta opcion de contraccién satisface

¢Sy, T B, K, N)=max((1 -B)S; =N, S; —-K)
= S, + max(-B(S; V), ~K) (14)
=S, —min(BS; +N,K)

en el que K =e"" M. Es decir, se invierte K o se invierte V; esto
altimo trae como consecuencia una contraccién de los flujos esperados.

3. Opcion real de cierre temporal

Supéngase que el mercado para cierto producto depende del cli-
ma, por ejemplo, un ventilador o una chamarra. El costo variable
anual, X, de la empresa puede ser pensado como el precio de ejer-
cicio de una opcion real de cierre temporal en T'. Se supone que el
costo de “cierre” es C, el cual es una proporcion fija, 5, del valor
presente de los flujos de efectivo esperados del proyecto subyacente,
S,. es decir C =0S, . Asimismo, supéngase que esta opcién expira en
T. Si los flujos de efectivo previstos son menores que los costos va-
riables, entonces, las operaciones se suspenden, lo cual genera un
ahorro en los costos variables. En este caso el valor intrinseco de la
opcion es
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¢ (87, T30, K)=max(S; —X —a,S; —C —a)

=max(S; —X —a,(1 -98)S; —a)
(15)
=S, + max(—X,—0S;)—a

=S, —min(X, 5S;)

en el que a representa los costos fijos.

4. Opcion real de permanencia

En proyectos de inversion de etapas miiltiples se pasa de una eta-
pa a la siguiente si el beneficio esperado es positivo. En caso contra-
rio no se invierte en la siguiente etapa y, posiblemente, tampoco en
todas las demas. De esta manera, en cada etapa en que se invierte
también se adquiere una opcién para permanecer en el proyecto en
la préxima etapa. Esta es una opcién europea (de compra) para per-
manecer en el proyecto si el valor presente de los flujos de efectivo
esperados del proyecto subyacente, S,, es mayor que el costo de in-
version, K. El valor intrinseco es

cp(ST, T; K)=max(S,; — K, 0) (16)

Si la dinamica del valor presente de los flujos de efectivo esperados
es conducida por la ecuacién diferencial estocastica (8), se tiene que

Cp(st’ 1) =cpg(S;51).

5. Opcién real de abandono

El valor de mercado de los titulos (de capital y deuda), V., de una
empresa, en algunos casos, excede el valor presente de los flujos de
efectivo esperados en T', S,. En este caso, surge la opcién de vender
la empresa ya que su valor de mercado excede el valor presente de
los flujos de efectivo esperados. Como segundo ejemplo supdéngase
que una empresa se encuentra operando con pérdidas en un am-
biente de recesién econémica profunda y que podria tomar la deci-
si6n de cierre total, en T, si el valor presente de los flujos de efectivo
esperados en S, es menor que cierto valor de recuperacién V. En
consecuencia, el valor intrinseco de esta opcién real es
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¢,(Sp, T)=max(Sy,V;) (17)

SiV,. > S, la opcién se ejerce. Si V, es constante, por ejemplo, V, =K,
y la opciéon sé6lo puede ser ejercida en T, entonces

¢,(Sp, T)=max(S;, K) =max(S; - K,0)+ K (18)
En este caso,

co(Sp. T) =] [max(s — K, 0) + K] fs, 5, (5S,) = eps(Sp. T)+ K (19)

en que ¢, (S;, T')es la formula de Black-Scholes para valuar una op-
cién europea de compra, dada en (11). El caso realmente interesan-
te es cuando la opcién real de abandono es del tipo americano. Sin
embargo, esta situacién sera analizada en detalle en la seccién vir

6. Opcion real de cambio

Las opciones de cambio surgen cuando una empresa puede pro-
ducir un mismo bien o servicio con diferentes conjuntos de insumos.
Se supone que el tiempo y costo de cambiar de un conjunto de insu-
mos a otro no representan un obstaculo para la empresa. Por ejem-
plo, si una empresa produce electricidad puede cambiar del uso de
carbén a combustéleo. Es importante destacar que estas opciones
de cambio son reversibles, es decir, se puede regresar del combustéleo
ala electricidad. El valor intrinseco de esta opcién real de cambio es

Cs (Sp, T)=max(Syp — S;p — K, 0) (20)

enel que S, es el valor presente de los flujos de efectivo esperados en
T en el modo de producir actual, S,, es el valor presente de los flujos
de efectivo esperados en T en el otro modo de producir, y K es el
costo del cambio. Si S,, > S,, + K, se ejerce la opciéon de cambio.

7. Opciones reales compuestas (opciones reales
sobre opciones reales)

Una opcién compuesta se refiere a una opcién cuyo subyacente es
otra opcién. La composicién de opciones reales puede hacerse en un
mismo proyecto o en otros proyectos relacionados. En el primer caso,
supdngase, por ejemplo, que se realiza una inversién inicial para un
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proyecto de investigaciéon y desarrollo (D). Esta inversiéon permite
comenzar el proceso de investigacién. Si el proyecto tiene éxito en el
futuro, entonces se extiende la inversién en investigacién con la com-
pra de equipo adicional, la contratacién de mas investigadores, la
adquisicién de mas y mejores bases electréonicas de datos, ete. Esta
es una opcién compuesta en la que la decision para extender la inves-
tigacién en el futuro depende de los resultados de la investigacion
inicial. Por otra parte, respecto al caso de opciones reales de otros
proyectos relacionados, considere, por ejemplo, un proyecto en el
que se hace una inversién inicial en 10 de farmacos; si el proyecto tie-
ne éxito se toma entonces la decisién para iniciar un proyecto de pu-
blicidad a fin de introducir el producto en el mercado. Esta es una
opcién compuesta en la que la decision futura de iniciar un proyecto
publicitario para introducir un firmaco en el mercado depende de
los resultados de la investigacion inicial.

Como se dijo lineas arriba, una opcién compuesta es sencillamente
una opcién sobre una opcién. El pago por ejercer una opcién com-
puesta implica el valor de otra opciéon. Una opcién compuesta tiene,
en consecuencia, dos fechas de vencimiento y dos precios de ejercicio.
Considérese, por ejemplo, el caso de una opcién europea de compra
sobre una opcién europea de compra. En la primera fecha de venci-
miento, T}, el tenedor de la opcion tiene el derecho de comprar una
nueva opcién de compra a un precio de ejercicio K, . Asimismo, su-
pongase que esta nueva opcién de compra tiene fecha de vencimien-
to T, y precio de ejercicio K,.Seac(S,, 7;K,)el valor de una opcién
de compra con tiempo para el vencimiento T y precio de ejercicio K,
y S, el valor presente de los flujos de efectivo esperados. Denétese
mediante c,_;, (S,) el valor de la opcién compuesta en el momento ac-
tual, z = 0. En la primera fecha de vencimiento, T,, el valor intrinse-
co de la opcién real compuesta esta dado por:

Ceall (STI) =max(K, ,c(ST], T,-T,;K,))

Sea S* el precio critico del activo tal que c, (S T,;K,)=K,. Es de-
cir, S* es tal que

K, =S*®3)-K,0 (6 -04T,)

en el que



PROYECTOS Y ESTRATEGIAS DE NEGOCIOS 377

S* 1 .
8 _lOg(K—zJ +(r + 502) T2
ol

De esta manera, cuando S_ > S* se tiene que ¢(S_, T, -T;K,)> K, vy,
consecuentemente, el tenedor ejercera la opciéon de compraenT,. El
valor de la opcién compuesta en el momento actual depende de la
probabilidad conjunta de que el precio del activo sea mayor que S*
enT, y mayor que K, en T,. En el supuesto de que el valor presente
de los flujos de efectivo esperados del proyecto subyacente es log
normal, la férmula de valuacién para esta opcién real compuesta
satisface

Coatt (S0) = So®@ o(d, b; p) — Kye ™ @ o (d ~0,[T, ,b~c[Ty;p) -
~K,e " d(d ~o,T))

en la que
S, |
log| - |+|r+=0" |T|
S* 2
d:
o4T,
log S + r+l()'2 T,
_ K, 2
o4T,
y
_ L
PENT,

En las f6rmulas anteriores, r es la tasa de interés libre de riesgo, G es
la volatilidad instantanea, ®(x)es la funcién de distribucién acumu-
lada normal estandar univariada y @, (x, y;p)es la funcién de distri-
bucién acumulada normal tradicional bivariada con coeficiente de
correlacion p. El primer término de la f6rmula de valuacién del c,,
proporciona el valor, neutral al riesgo, del activo subyacente condi-
cionado a que S_.>S*en T, y S> K, en T,, el segundo término, de
¢,.i1» proporciona el pago esperado de elegir la opcién en T, y el alti-
mo término es el pago esperado de elegirla en T,. En el apéndice 1 se
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presentan férmulas aproximadas para calcular la distribucién nor-
mal estandar y la distribucién acumulada normal bivariada estdn-
dar para valuar opciones reales compuestas.

V. VALUACION DE OPCIONES REALES CON EL ENFOQUE DE ECUACIONES
DIFERENCIALES PARCIALES

Sea (W,), .(,.r; un movimiento browniano definido en un espacio fijo de
probabilidad equipado con su filtracién aumentada (Q2, F, (F), ;, 1,
P).Seac =c(S,;t) el valor de opcién real. Si el valor presente de los
flujos de efectivo esperados en t, S,, es conducido por el proceso

dS, = u(S,, t)dt +o(S,, t)dW, (21)

en el que u(S,,t)y o(S,, t)> 0 son funciones conocidas entonces, en
condiciones de equilibrio (es decir, no existen oportunidades de ar-
bitraje libres de riesgo), c satisface la siguiente ecuacién diferencial
parcial determinista de segundo orden:

a—c+l& G(St,t)z-i-a—cstr—rczo (22)

ot 2 asf oS,
sujeta a

c©,0)=0 y (S, T)=h(S,)

en el que r es la tasa de interés libre de riesgo y h(S,) es el valor in-
trinseco de la opcién real, el cual puede ser cualquiera de los casos
examinados en la seccién 1v. Es importante destacar que (20) sélo
cuenta con soluciones analiticas para ciertas funciones h(S,), (S, t)
y 6(S,,t). En general, se requiere métodos numéricos para obtener
soluciones aproximadas de la ecuacién diferencial parcial (20).

V1. VALUACION DE OPCIONES REALES CON EL MODELO BINOMIAL

Los arboles binomiales son muy ttiles en la valuacién de opciones rea-
les. La mayoria de las opciones reales son de tipo americano, siendo
la opcién de arboles binomiales muy conveniente para su valuacién.
El método binomial es muy popular porque en cada periodo tanto el
valor presente de los flujos de efectivo esperados del proyecto sub-
yacente, como los correspondientes valores de la opcién real pueden
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calcularse, lo que permite tener alguna idea de las decisiones que se
deben tomar en el futuro. Asimismo, los arboles binomiales permi-
ten la inclusién de costos de transaccién (impuestos y comisiones) de
manera mas sencilla que con el supuesto de log normalidad del sub-
yacente. En el modelo binomial los posibles valores del valor pre-
sente de los flujos de efectivo esperados son calculados de modo
recursivo “hacia delante” comenzando con el valor presente de los
flujos de efectivo esperados de la primera etapa. Los posibles valo-
res de la opcidn real son calculados de modo recursivo “hacia atras”
comenzando con los posibles valores de la opcién en la Gltima etapa.

1. El modelo binomial de un periodo y valuacion
de opciones reales

Sea S, el valor presente de los flujos de efectivo esperados en t.
Supéngase que S, puede tomar dos posibles valoresuS, ydS, (0 <d <1
< u) con probabilidades, neutrales al riesgo, ¢ y (1 — q), respectiva-
mente. Se supone que las cantidades u y d no se modifican al trans-
currir el tiempo. Con base en los parametros anteriores la figura 1

muestra la posible dindmica de S,.

FIGURA 1. Expansion del darbol binomial de una etapa para S,
uS;

179 A gs,

Las cantidades u y d se pueden relacionar con un parametro de vo-
latilidad G y la longitud del periodo de que se trata, T —t, de la si-
guiente forma

u=eNTt y d %

Asimismo, si ¢, es el valor de la opcién real ent,y los valores que ésta
puede tomar en T cuando S, aumenta o disminuye sonc,, y ¢, res-
pectivamente, la posible dinamica del par (S,, ¢,) se ilustra en la fi-
gura 2.
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FIGURA 2. Expansion del arbol binomial de una etapa para (S,; c,)

(LIS,, CuT)
q

(Sy ¢p)

=g (dS;, ¢47)
En un mundo neutral al riesgo, se tiene que

c,=e "D (=AuS, +c,y) (23)

c,=e "T=D(=AdS, +c4) (24)
entonces al igualar (23) con (24), se cumple que:

—AuS, +c,pr = —AdS, +c,r
lo cual implica

_ Cur " Cdr (25)
S, —d)

Si se sustituye (25) en (23), se infiere que

r(T-t) _ _ r(T-1)
c, :(CILT(%] + ch[%Jjer(T” (26)

Si ahora se denota

er(T—t) —d
= 27
q p— (27)
se obtiene que
og=nzet! (28)
1= 4

En este caso, la ecuacion (26) se transforma en
¢, =(ge,r + (A —q)cgp)e™ 7Y (29)

Claramente,q > 0. Sin embargo, puede darse el caso de que g > 1, de-
pendiendo de los valores deu, d, ry T —t,en cuyo casol —q < 0. Las
cantidades q y 1 —q reciben el nombre de probabilidades neutrales
al riesgo y en ocasiones son conocidas como precios de estado.
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2. El modelo binomial de dos periodos y valuacién
de opciones reales

El modelo binomial se puede extender a dos periodos, cada uno
de longitud (T' — t)/ 2. Se supone que se desea encontrar el valor de la
opcidn real en t. En este caso las posibles trayectorias de S, se ilus-
tran en la figura 3.

FIGURA 3. Expansién del arbol binomial de dos periodos para S,

q u®s,
q uS;
S[ 1-q udS,
q
179 ™ gs,
1-q A g%,

Después de repetir el procedimiento hecho en la anterior subsecciéon
para cada una de las ramas del segundo periodo, se obtienen dos
ecuaciones similares a (29) dadas por

Cu z(qcuu +(l _q)cdu)e_r(T_t)/z (30)
y
cqg=(qeg,+(1—q)eyy)e T2 (31)

En la figura 4 se ilustra una de las ramas del segundo arbol. Esta
rama es una copia de la primera, excepto que aparece una u de mas
en todos los nodos, ya sea como subindice o como variable. En tal
caso se aplica completamente la misma metodologia que al primer
arbol, justo como se hizo en las ecuaciones (30) y (31).

FIGURA 4. Rama superior del segundo periodo del darbol binomial

2S,. c,,)
(uS; ¢,)

179 A (qus,, )
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Al sustituir las ecuaciones (30) y (31) en el valor de la opcién real en
t,dado en (27), se obtiene la siguiente expresién

¢, =(q o +2q(1 —q)cg, +(1 —q)* cgg)e "=/ (32)
Por altimo, obsérvese que el modelo se puede extender a n periodos
de manera que
__-r(T-t)/n o (n k1 _ \n-k
¢, =e kz (k)q (1 q) cukdnfk

VII. APLICACION DEL MODELO BINOMIAL EN LA VALUACION DE UNA OPCION
REAL AMERICANA DE ABANDONO: EL CASO DE UNA EMPRESA MEXICANA
QUE OFRECE SERVICIOS SATELITALES

Una empresa mexicana que ofrece servicios satelitales, en la actuali-
dad, se encuentra operando con pérdidas y podria tomar la decisién
de cierre parcial o total si el ambiente de negocios contintia deterio-
randose. Dado que el objetivo es ilustrar una aplicaciéon de opciones
reales, s6lo se presenta la informacién financiera necesaria. Consi-
dérese la opcion de cerrar la empresa en cualquier momento duran-
te los préximos T =3 afos a cambio de un valor de recuperacién
fijo, V. En este caso, la opcién de abandono sera elegidasi S, < V. La
inversién total,ent =0,es I = M (millones de délares) y el valor de
recuperacion es

Si S, =90 (millones de délares),
u=2,d=u"" Zl, r :ln(%) ~0.17
2 3

y T =3 aios, entonces

erT/?) —-d

1= u—d B

DN | W
N | =

1-q=

Il
w| N
<
W | =

Do | o

Los posibles valores que S, puede tomar en el futuro se muestran
en la figura 5. Para calcular los posibles valores de la opcion en el
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FIGURA 5. Expansion del arbol binomial de tres periodos
para S,
u3s,=720

u?s, =360

A

uS, =180 9 5 u’dS, =180

A

1- _
97 ds, =45 1-97A 425 =45

<
S, =90 1;‘7 udS,=90
<q:

2 —
d%s, =225

A

9 A g35,=11.25

FIGURA 6. Expansion del arbol binomial de tres periodos

para S,
Cyuu=T720

Cuy= 360

-
|

c,=180.73 q

Cuug =180

1-q =
6= Cudg = 60

<

q

c,=93.65 1;‘7 C g =93.3
<q:

g~ 00

N
I - o
Q |
< Q

Cygg = 60
futuro se toma como dato M =90 (millones de délares), entonces
V =60y en la Gltima etapa se tiene que
_ kgi-kg 2 _
€ kgs— s =max ud SoagM» k=1,2,3
Asi,
€y =max(720, 60)=720 ¢, =max(180, 60)=180

Cudd = max(457 60) =60 Cddd = max(l 1.5, 60) =60

Para la segunda etapa se tiene que
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¢, = max (e’rT/g[qcuuu + A =q)eyuals 60)

= max(écuuu + gcuud, 60) =360
9 9

¢, = max (e‘rT/g[qCuu +(=q)eyyl 60)

= max écuu-i-zcud, 60 (=933
9 9

Los posibles valores de la opcién de abandono en el futuro, calcu-
lados de modo recursivo “hacia atras” comenzando con la dltima
etapa, se muestran en la figura 6. Como consecuencia de los resulta-
dos obtenidos, el proyecto tiene que ser abandonado en los eventos

{d},{d,d}, {u,d,d} y {d,d,d}

Obsérvese que siempre que el valor presente de los flujos de efectivo
esperados del proyecto subyacente desciende dos veces consecutivas,
la opcién de abandono debe ejercerse. Asimismo, el valor presente
modificado de la opcién real de abandono esta dado por la diferen-
cia entre la opcién real en t =0 y la inversion inicial. Es decir,

VPN =c¢,—I,=93.65— 90 =3.65

VIII. VALUACION CON OPCIONES REALES DE UN PROYECTO
CARRETERO DE INVERSION

En el esquema tradicional del vpN, la valuacién de un proyecto ca-
rretero de inversion requiere estimar el aforo vehicular en diferen-
tes fechas futuras y calcular los ingresos. Posteriormente, los costos
de mantenimiento y operacion se restan de dichos ingresos para ge-
nerar los flujos de efectivo futuros. Por daltimo, dichos flujos se des-
cuentan a una tasa adecuada y se establece un monto de inversién
inicial para la obra de que se trate.

A continuacién se utiliza la metodologia de opciones reales para
determinar cudnto tiempo se debe permanecer en un proyecto ca-
rretero de inversion, de manera que el valor presente neto modifica-
do del proyecto sea positivo, VPN >0, cuando la inversién inicial de
la obra es I . En particular, se considera el proyecto de construccién
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CUADRO 3. Pardmetros y valor de la opcién real de permanencia

Ky R(0, T) (%) T (0, T)
27 864 458.93 4.1798 1 323 679.52
27 961 670.42 4.1796 2 983 983.66
28 059 223.41 4.1794 3 1705 599.12
28 157 102.14 4.1792 4 2 442 240.80
28 255 313.32 4.1790 5 3178 450.67
28 353 858.07 4.1789 6 3906 814.08
28 452 737.47 4.1787 7 4623 135.65
28 551 952.65 4.1785 8 5 324 805.56
28 651 504.71 4.1783 9 6010 135.87
28 751 394.77 4.1781 10 6 678 028.95
28 851 623.95 4.1779 11 7327 791.19
28 952 193.36 41777 12 7959 018.23
29 053 104.15 41775 13 8571 519.24
29 154 357.42 41773 14 9165 264.24
29 255 954.33 41711 15 9 740 345.99
29 357 890.10 4.1770 16 10 296 951.65
29 460 183.59 4.1768 17 10 835.341.06
29 562 818.22 4.1766 18 11 355 829.93
29 665 801.06 4.1764 19 11 858 776.21
29 769 133.25 4.1762 20 12 344 571.56
29 872 815.94 4.1760 21 12 813 628.80
29 976 850.31 41758 22 13 266 379.19
30 081 237.50 4.1756 23 13 703 264.82
30 185 978.70 4.1754 24 14124 734.53
30 291 075.06 4.1752 25 14 531 240.25
30 396 527.77 4.1751 26 14 923 233.98
30 502 337.99 4.1749 27 15 301 165.44
30 608 509.33 4.1747 28 15 665 480.03
30 715 035.75 4.1745 29 16 016 617.30
30 821 925.65 4.1743 30 16 355 009.66

del primer tramo de la autopista Toluca-Atlacomulco.” El valor pre-
sente de los flujos de efectivo anuales esperados (valor presente de
los ingresos esperados anuales por peaje del aforo vehicular) es S, =
25 129 565.22 délares y la volatilidad del aforo pronosticado es de
8.7685%. En t =0, el valor presente de los costos totales de manteni-
miento y operacion tienen una estimacién de K, =27 767 571 délares.
En la primera columna del cuadro 3 se calcula el valor futuro de di-
chos costos con la estructura de plazos de la segunda columna, para
los aiios subsecuentes. La cuarta columna muestra los valores de las

2 Sélo se presenta la informacién financiera que requiere la evaluacién del proyecto.
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opciones reales de permanencia con la metodologia de Black-Scho-
les (es decir, S, se supone log normal) para vencimientos anuales
consecutivos T' =1, 2, 3, .., con los parametros S, =25 129 565.22 dé6-
lares, o = 0.087685, K, = K e"""" (precio de ejercicio) y R0, T)
(tasa libre de riesgo). Si se supone una inversion inicial de la obra de
I,=16 300 000 délares, se requiere permanecer en el proyecto, por
lo menos, 30 afios, ya que en T = 30 es la primera vez que se obtiene

que VPN =¢(0.30)—1,> 0.

IX. OPCIONES REALES CON VOLATILIDAD ESTOCASTICA

La volatilidad del valor presente de los flujos de efectivo esperados
del proyecto subyacente no es constante ni observable. Por tanto,
requiere un tratamiento adecuado en la valuacién de opciones rea-
les. La opcién idénea es modelarla como un proceso estocdstico.’
Este nuevo ingrediente en la valuacién de opciones reales introduce
complicaciones técnicas.

1. Volatilidad como funcién conocida del tiempo

Si el valor presente de los flujos de efectivo esperados del proyec-
to subyacente sigue una distribucién log normal y su volatilidad ins-
tantanea es una funcién conocida del tiempo, G,, entonces el proceso
neutral al riesgo que conduce dicho precio esta dado por

ds, = rS,dt + 5, S,dU, (33)

en el que el parametro de tendencia representa la tasa de interés libre
de riesgo. El proceso (U,), ;, ;, s un movimiento browniano defini-
do de un espacio fijo de probabilidad con su filtracién aumentada

QY, F'(E"), <[0.T1> P").En este caso, la férmula de Black-Scholes se

modifica sustituyendo la varianza promedio en [z, T'],

—2 1

_ T 2
G, = T3 L c,du (34)

por el parametro de varianza. Desafortunadamente, casi nunca la
volatilidad es una funcién conocida del tiempo. Por esta razon, en el

3 Entre la bibliografia de la volatilidad estocastica, que usualmente es recomendada, se en-

cuentran los trabajos de Ball y Roma (1994), y Hull y White (1987).
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transcurso de la presente seccién se considerara a la volatilidad mis-
ma como un proceso estocastico.

2. Un modelo de volatilidad estocdstica para valuar
opciones reales

A continuacién, con un conjunto de supuestos, se extiende el mo-
delo de Hull y White (1987) para establecer una férmula del precio
de una opcion real europea de compra cuando la varianza del activo
subyacente sigue un movimiento geométrico browniano. Supéngase,

ademas de (33), que
do} =acdt + Bo;dW, (35)

en la que el proceso (W,), ., ; s un movimiento browniano definido

de un espacio fijo de probabilidad con su filtracién aumentada (2",

F".F", P*),F"=(F"), o1 Se supone ademéas que
Cov(dW,, dU,)=0

es decir, la volatilidad no esta correlacionada con el precio del acti-
vo. La consideracién de un valor medio de largo plazo para la volati-
lidad de manera que el proceso (35) presente reversiéon a dicho
valor y el supuesto Cov(dW,, dU,) # 0 complican en exceso los calcu-
los. Por esta razén nos mantenemos con los supuestos iniciales. Defi-
nase ahora la volatilidad estocastica promedio

el

2 _ L 1
t’T——_tJtGudu

en la que 67 es solucién de la ecuacién diferencial estocastica (35).
Se vera, a continuacién, que el precio de una opcién real europea de
compra es el precio de Black-Scholes integrado en la distribuciéon
de probabilidad de la varianza estocastica promedio a lo largo de la
vida de la opcién. Es decir, el precio de una opcién real europea de
compra, c = c(St,Gf, t), en un mundo neutral al riesgo, satisface

C(Sm G;zv t):e_r(T_t)E P [maX(ST_Kvo)lFt]
13

Syl S;.

(36)
= cps(S,» 1 57)h(G 1|07 )d5;

. . —2
en la que ¢ es el precio de Black-Scholes con varianza G, , h represen-
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sz . —=2 . . 2 U w
ta la funcién de densidad de G, ,, condicional enc,,y F: = F ® F".
En efecto, obsérvese primero que, con algtin abuso en la notacién,

F (818,00 =[] 28118, 5@ r |07 )G
en la que f'y gson funciones de densidad condicionales. Por tanto,
e(S;, 67, 0)=e T [ “max(Sy — K, 0)f(S;|S,,67)dS;
=0 [ 1 Cmax(Sy K. 0)&(5;1S,. 57 0h( ] rlof)d ] Sy
=[O ] Smax (Sy— K. 0) (Sy18,,5 1) S, 1h@ o 7)dS ]

Ahora bien, con el supuesto Cov(dW,,dU,) = 0 se puede verificar que
la distribucién condicional deIn(S,/S,),dado G, es normal con media

(r _ % c_SiT] (T —1)

y varianza ELZ,T(T —t). Por tanto, dicha distribucién es congruente
con el mundo normal de Black-Scholes. En consecuencia,

Cps(Sr 1557 7) =e 7T [ “max(Sy — K, 0)g(S,|S,,52,)dSy
=S,®(d,)-Ke ™" Yd(d,)

en que
h{%) + (r + % c—sﬁTj (T —1)
d, = - (37)
G, pyT —1t
y
w3 )i (r-La2 |-
K 2 T
d., =
: 5, T — 1
Asi,

2 ® —2 —2 2\ 1=2
c(S,,67,0)=] cys(S 1, 5. 1)h(E ] p|o})dS]

3. Método de aproximacion

En esta subseccion se describe el método de aproximacién que se
utilizara para valuar una opcién real europea de compra cuando la
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varianza del precio del activo subyacente esta dada por (35). Si se
define la funcién

H(EJZ,T) =cps(S; t3612,T)

y se calcula su expansion en series de Taylor alrededor de E[G,’,|o,]
_Gt r se tiene que

Ny oH 1 0°H .
H(G ) =H(G; 1)+ (GzT G )+ 3 A= (c tz,T_Gzz,T)2+
aGtT 6( tT)
1 *H _, .5
+—-——— (G, +—6, 1) +...
6 a _2T) l T t,T

en que las derivadas parciales se evaltian en G; ;.. Si se multiplica la
expresioén anterior por h(Etz’TkYt2 )y se integra respecto a G, ., se ob-
tiene
1 0°H 1 0°H _
c(S,,62,t)=H(G . 2 )+ SRRy T] FPy=y Sesgo[Gtz,T]+...
o, T) 9(G,.1)

En las subsecciones siguientes se demostrara que sio. =0y 3 es pe-
quena se tiene la siguiente aproximacién:

2 2, 1 0°H 63H
c(S,,0,,t)=H(c,)+= —— e ——— Sesgo[c, ;] (38
(80t 0= HiOE) 5 i van{B] 14 s SeseolSi] (39

2 t

4. Momentos de la volatilidad estocdstica promedio

En esta subseccion se determinan los momentos de la volatilidad
estocastica promedio. Asimismo, se calcula la varianza y sesgo de di-
cha variable aleatoria. Los detalles técnicos se presentan en el apén-
dice 1. Se puede demostrar que si o # 0, entonces

_ WT-1) _
E[S;|o}] :(ea(T——t)jG’Q (39)

E[Et{Tlctz]:

(T —1)* L by a

Y ¢

o, [2¢1T-0) N 2 (1 N ex(T-1 H (40)

enlaquey=2a+B%d=a+pB"y
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E[5¢,|c2]= of | M 9o P04 6BAT — 1) +8 (41)
T gy 3p°
cuando o0 =0. En el caso particular de oo =0, se infiere que
E|_6t2,T|Gt2J =0,
E[(_$4 |62] _ G:l ’72 (9B2(T_t) _B2(T _t)_l)—‘ (42)
t,71O¢1 =
(T —1)* L B! J
E[G/ |o}]= o/ P +6l32(T—t)+8—| (43)
T —y? ] 3p° |
Var[&}|o!]1=E[5, |01~ (B[S r]0;])’
i 2CPr g )
L BT ~0)? J

y
Sesgo[G; |01 =E[G} —E[5; 1) |o]]

o €T -0 +18B* (T —1))e P10 L 6BX(T — 1) N
t 3B°(T - 1)’

3 4 N2 6/ _ \3 2m
N +18BH(T —1) +66B (T :) +18B%(T t)} us)
3p°(T —¢)

Si, por simplificacién, se escribe

k=BT —t)
se infiere que

Var[amcf]:c:{w—l} n

K2

Sesgo[giﬂctz] 205{

e —(9 +18K)e" +8 + 24k +18k> + 6K° } @)
3i?
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5. Aproximacién del precio de una opcion real con volatilidad
estocdstica mediante series de Taylor

Se puede demostrar (véase apéndice 111) que la aproximacién del
precio de una opcién real con volatilidad estocastica mediante series

de Taylor satisface
VT —1

; 1 ,
c(S,, t; cf):oBs(s,,cf,t)+§£stq> d)—— (d1d2—1)}<
4o,
X (—2(9K _‘K_l)—ljcf +

€ (48)
+ %(Stq)'(dﬂ%[(dldz _3) (d1d2 _1)_(d12 +d22)]J X

S,

y (93“ —(9+18K)e" +8 +24K+18K2+6K3J 0,

o
3k !

Para valores pequenos de « la serie converge rapidamente. Por tan-
to, paraa =0 (o bien oo muy pequena) y k suficientemente pequeia,
se puede escribir

c(S;, 13 67) = epg(S;, O, t)+%(stcbl(dl)'\/T —to, (dyd, —1))A(x) +
# o (8,0 T =10, [dydy=3) (dydy = 1) + (A +d D)
en la que

(e"—x-1)

A(K)=2 5 -1
K

e* —(9 +18K)e* +8 +24x + 181>+ 6k
3k*

k=BT ~1)
ln(s—‘J +(r +lof) (T —t)
K 2
dl
Vo (T ~1)
d,=d, _\/G?(T_t)

B(x) =




392 EL TRIMESTRE ECONOMICO

Si los flujos de efectivo esperados tienen volatilidad estocastica,
entonces la férmula (49) puede sustituirse en (7) para obtener el va-
lor de una opcién real de expansién con volatilidad estocastica. Si
(49) se sustituye en (16) se obtiene el valor de una opcién de perma-
nencia con volatilidad estocastica. Por altimo, la sustitucién de (49)
en (17) produce el valor de una opcién real de abandono con volati-
lidad estocastica.

6. Limitaciones y ventajas del modelo de volatilidad estocdstica
para valuar opciones reales

Claramente, el hecho de que la dinamica de la volatilidad no pre-
senta reversion a la media es una desventaja. La inclusién de este
supuesto en el modelo conduce a complicaciones técnicas, las cuales
por razones de simplificacién no se abordan en esta investigacién.
Por otra parte, en la férmula de valuacién obtenida en (48), conside-
rar que o =0 es un supuesto simplificador. La fé6rmula para o > 0,
que seguramente es mas complicada, puede ser obtenida con un poco
mas de esfuerzo algebraico.

X. VALUACION MEDIANTE OPCIONES REALES CON VOLATILIDAD
ESTOCASTICA DE UN PROYECTO CARRETERO DE INVERSION

En esta seccion se utiliza la metodologia de opciones reales con vola-
tilidad estocastica para determinar cuanto tiempo se debe permane-
cer en un proyecto carretero de inversién, de manera que el valor
presente neto modificado del proyecto sea positivo, VPN > (), cuando
se tiene una inversion inicial. De nuevo, se considera el proyecto de
construccién del primer tramo de la autopista Toluca-Atlacomulco.
El valor presente de los flujos de efectivo anuales esperados es S, =
25129 565.22 délares y en lugar de especificar la volatilidad del afo-
ro se emplea 3 =0.02 en el modelo de volatilidad estocastica. Ent =0
el valor presente de los costos totales de mantenimiento y operacién
tiene una estimacion de K, =27 767 571 délares. En la primera co-
lumna del cuadro 4 se calcula el valor futuro de dichos costos con la
estructura de plazos de la segunda columna para los afos subse-
cuentes. La cuarta columna muestra los valores de las opciones rea-
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CUADRO 4. Valor de la opcién real con volatilidad estocdstica

de permanencia
Ky R(0,T) (%) T c(0,T)
27 864 458.93 4.1798 1 345 725.98
27961 670.40 4.1796 2 1131 983.98
28 059 223.41 4.1794 3 1856 376.12
28 157 102.14 4.1792 4 2945 378.39
28 255 313.32 4.1790 5 3463 386.03
28 353 858.07 4.1789 6 4226 343.36
28 452 737.47 4.1787 7 5745 387.22
28 551 952.65 4.1785 8 5956 348.37
28 651 504.71 4.1783 9 7965 365.98
28 751 394.77 4.1781 10 8459 965.43
28 851 623.95 4.1779 11 8967 286.32
28 952 193.36 4.1777 12 9145 386.93
29 053 104.15 4.1775 13 9476 129.59
29154 357.42 4.1773 14 10 234 156.86
29 255 954.33 4.1771 15 10 738 137.01
29 357 890.10 4.1770 16 11 148 945.22
29 460 183.59 4.1768 17 11 876.486.90
29 562 818.22 4.1766 18 12 346 129.54
29 665 801.06 4.1764 19 12 797 339.45
29769 133.25 4.1762 20 13 192 835.46
29 872 815.94 4.1760 21 13 476 965.95
29 976 850.31 4.1758 22 13 903 578.75
30 081 237.50 4.1756 23 14102 645.56
30 185 978.70 4.1754 24 14 902 684.49
30291 075.06 4.1752 25 15331 754.89
30 396 527.77 4.1751 26 15 634 854.27
30 502 337.99 4.1749 27 16 485 276.67

les con volatilidad estocastica para vencimientos anuales consecu-
tivos T =1,2,3,..., con los parametros S, =25 129 565.22 délares,
K, =K """ (precio de ejercicio) y R(0, T) (tasa libre de riesgo). Si
se supone una inversion inicial de la obra de I, =16 300 000 déla-
res, se requiere permanecer en el proyecto 27 anos, pues en T' =27
es la primera vez que se obtiene que VPN =¢(0, 30)—1,> 0.

COMENTARIOS Y CONCLUSIONES

Esta investigacién de opciones reales de ninguna manera pretende
ser completa. Ejemplos de opciones reales también pueden surgir
en fusiones y compras de empresas. Asimismo, cuando se efectiian
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acuerdos entre empresas ambas partes poseen una opcién de aban-
dono del acuerdo o de extensiéon del mismo. Las grandes corporacio-
nes (transnacionales) poseen las opciones para autorizar franquicias
o patentes. Las empresas que emiten deuda con baja calidad crediti-
cia tienen la opcién de incumplir, parcial o totalmente, con sus obli-
gaciones de pago. Como se observa, para valuar de manera adecuada
opciones reales es necesario tener un buen dominio del tema de op-
ciones financieras, ya sean simples (“vanilla™) o exéticas, asi como
de finanzas corporativas.

En este trabajo de investigacion se examinaron varias férmulas
analiticas para valuar la opcionalidad o flexibilidad de un proyecto
subyacente. Para ello, por un lado, se recurrié al método de arboles
binomiales, mientras que por otro se supuso que el valor presente
de los flujos de efectivo esperados sigue una distribucién lognormal.
Se realizaron dos aplicaciones al caso mexicano de las opciones rea-
les. En particular, se analizaron los casos de una empresa mexicana
de servicios satelitales de comunicacién y del proyecto de construccion
del primer tramo de la autopista Toluca-Atlacomulco; en este lti-
mo se estudiaron los casos de una opcién real de volatilidad cons-
tante y volatilidad estocastica.

APENDICE 1

Férmulas aproximadas para calcular la distribucién normal
estandar y la distribucién acumulada normal bivariada
estandar para valuar opciones reales compuestas

En este apéndice se presenta férmulas aproximadas para calcular la distri-
bucién normal estandar y la distribucién acumulada normal bivariada tradi-
cional, que son ftiles en la valuacién de opciones reales compuestas. Conviene
recordar que la funcién de distribucién acumulada normal tradicional biva-
riada se define como

u® —2puv + v*

g exp| — dudv

1 x
y(x, y3p) = ——[", [, BT

2my1 - p?

la cual puede ser aproximada mediante el siguiente procedimiento con una
precision de hasta seis decimales. Para la distribucién acumulada de una va-
riable normal estandar se utiliza la f6rmula de aproximacién
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1 2
1-—exp{—=x~/2}ak +a.k +ak +ak +ak], x>0
q)(x): '\/ﬂ 1 2 3 4 5

1 - O(—x), x<0
junto con

k=1/(1+0.2316419x) a, =0.319381530 a,=—-0.356563782
a;=1781477937 a,=-1821255978 a= 1330274429

Para el caso de la distribucién acumulada normal bivariada tradicional
una férmula de aproximacién de Drezner (1978) se obtiene como sigue. Se
define primero
1- p2 5 5

2 Z v; ij(wi, ’I/U])
T i=1j=1

H(y,z;p) =

en la que

G(w;, w;) =exply, Qw; —y,) + 2, 2w; — z1) +2p(w; — y,) (w; —z)}

junto con

Yi=y/\20-p*), 2 =3/42(1-p%)
v, =0.24840615 w, =0.10024215 v, =0.39233107 w, =0.48281397
vy =0.21141819 w, =1.0609498 v, =0.03324666 w, =1.7797294

v; =0.00082485334 w, =2.6697604

Siel producto de y, zy p no es positivo, entonces se aproxima @, (y, z; p)uti-
lizando las siguientes reglas:

i) siy<0,z<0yp<0,entonces D,(y, z;p)=H(y, z;p),
ir) siy<0,z220yp 20, entonces D,(y, z;p)=DP(y)— H(y, — 35 —p),
i) siy 20, 2z<0yp 20, entonces O ,(y, z;p) =D (z) - H(—y, z; —p),
iv) siy 20, 22 0yp <0,entonces D ,(y, z;p) =D (y) +DP(2) —1 + H(—y,—=z; p).

En los casos en que el producto de y, z y p es positivo, entonces se utiliza
(. 25p) = B, (3, 0 py) + Byl=, 03 p5) — L

en que D, (y,0;p,)y ®,(z,0;p,)se calculan con las reglas establecidas cuan-
do el producto de y, z y p no es positivo, y

_ (py —=)sgn(y) _ (pz—y)sgn(z) 7, = 1 —sen(y)sen(z)

P1 => P2 : — 4
NYi-2yzp +2° NYi-2yzp + 27
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APENDICE IT
Calculo de los momentos de la volatilidad estocdstica promedio

En este apéndice se calcula la media, varianza y sesgo de la volatilidad esto-
céstica promedio. Para ello se calcula los tres primeros momentos de G, .
En primer lugar se puede demostrar que si o # 0, entonces

. etT=1)_ ]
E[G]]o]] =(m}ff

En efecto, en virtud de (35), se infiere que

9 [(X*%BZJ(u*l)‘FB\/u*tS

Gi =0,e ,u>t
en que € ~ N(0, 1). Por tanto,

1.2
_ 1 (52 [Ot——ﬁ )(u—t)-*—[}\/u—ts
G2 =—ITG2du=—t jTe 2 du
ChT g —tt

Si se define el siguiente cambio de variable y =u —1t, se cumple que

br= Tcizt L)T_te(aéﬁzjwﬁmdy

al

En consecuencia,

—> 3 _ O (T (“’%Bz]y Bye
E[Gt,Tlct]:TitJ.O e E[e y]dy
2 1g2)) 102
C, (T-t (0‘ 5 P ]y 5 B%y
=T, Io e e “dy (50)

S e®T-0_1
:Gt _—
o(T —1)

Asimismo, se puede demostrar que

4 y(T-1) a(T-1)
E[G! lo?]=—2r (2¢ 2/ 1 ¢
(T-1) by aly o

en que Y =20 + B* y ¢ =a. +B>. En efecto, claramente,

4 1.2
4 c, J‘T—t (0“53 Jyﬂ”@
t,T 0 e

RS

Ql

dy
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4 - B a,;pz +BW, q—lﬁz x+ PWy
:(Tcil't)z I:lI: Le[ 2 jy ye( 2 ] dydx G

Obsérvese ahora que si x < y, entonces
CovW,.. W,) = Cov (W, ~ W, + W,. W,)
=Cov(W, =W, W, =W,) +Cov(W,, W,) (52)
=0+ x=min[x, y]

ya que los incrementos W, —W,y W, — W, son estocasticamente indepen-
dientes.

De acuerdo con la grafica 1 la regiéon de integracién de la integral (51),
D =[0,T —t]x[0,T —t], se puede subdividir como D =D, UD,, en la que
D =10<x<T-1,05y<x}yD,={0<x<T—-t,x<y<T—t}. Asi, en
virtud de (52) se deduce que

—4 2 0,4 T-t [T-t (“—%Bz)(yﬂc) B(Wot Wy)
E[Gt,Tlct] = T )2 -[0 _[0 e E[e"" 7> ]dydx
=1

4 5
-9 . j:“( zize“(y“‘)eﬁzydy+I;fT_tea(y+x)eﬁzxdy)dx
(T -1) - -

! |27 2(1 T
= +_ JR—
(T-1)*| ¢v aly ¢

Por tltimo, se calcula el tercer momento de la volatilidad promedio estocastica,

(53)

6 1,2
_ _ _ _ -=p j( +x+ z)
T I O T
t.T1>t (T—t)3 0 0 0
(54)
6
_ O, T—tT-tT-t o(x+y+z) Bz(min[y,x]+min[x,z]+min[y,z])
_(T—t)3'[° [, ], e, dydxdz

De acuerdo con la grifica 2, las regiones de integracién en que se divide el
cubo [0, T —¢]x[0, T —t]x[0,T —t] son
G :0<y<x<z<T-1,
G,:0<z<x<y<T-1g,
G;:0<x<y<z<T-1y,
G,:0<z<y<x<T-1,
G.:0<x<z<y<T—1,
G:0<y<z<x<T-1
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GRAFICA 1. Regién de integracién en las variables x y y

YA
xX=y
T-t
X<y
Xy
0 » X

GRAFICA 2. Regién de integracién en las variables x,y y z

y
ATt

T-t

z

Por tanto, en el caso particular o =0, la triple integral de (54) puede calcu-

larse como

I;‘—t J'z—t J'z—teﬁz(min[y,x]+min[ x,2]+min[ y’z])dxdydz _
=TT e dadydz 4 [ [ P Y dadsdy +
+J-(1;_t IZ I: 852(2x+y)dydxdz +J'Z"‘ J'; J': eB2(2z+y)dydzdx+

+J-§fzJ-ZJ-xy eﬁ2(2x+z)dzdxdy+fzft.|.: J'; eﬁ2(2y+z)dzdydx

en las que cada integral se calcula en su correspondiente regién G, ,i =1, 2,..

La primera integral de (55) satisface

(55)

. 0.
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Il lJ- IZ a 2y”)dxdydz—jl tJ.ze2B2yJ.;eBzxdxdydz

T—¢ ¢z 2B23’ eﬁzz_eﬁQ}’
:-[0 J.Oe —[32 dydz

5 56)
oB%s _ By (
T—t = —e
:.[0 J.o 2By( l32 ]dydz

3= _goB' -0 4 6327 1) 4 8
18p°

Es posible verificar que cada una de las integrales proporciona exactamente
el mismo resultado de (56). En consecuencia, cuando o =0,

22 2
G() PRl (T—t)_geﬁ(T—t)+6B2(T_t)+8

E
[Gt Tlct] (T—t) 3B6

(57)

Obsérvese ahora que sia =0, se deduce de (50), (53) y (57), utilizando la re-
gla de L’Hopital, que
El‘c_stzﬂﬂcfj =c; (58)
ya que
. e _] (T — 1)~
a0 (T —1) a—0 Tt

De igual manera, de (53), se tiene que

4 200y
E[5' |o2] =01 |2 -pIT -1
[Gt,Tlﬁt (T—t)2 B4
. 2 ((x +Bz)(T_t)eu(T—t)_ea(T,t)
=2lim| — _ "
a—)O[ (20( +B2)2 (OL+[32)2 ( )
— 9 lim | -2 (@ BT 1)t oD
a—0 (20( +B2)2 ((x, +l32)2

puesto que

2 1 e(l(Tft)
lim — T 5
a=>00{ 200 +B° a +f
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=2 lim | — 2 (0 BT —1)e T — e
T ey @ P
B*(T -1)+1

y, como ya se sabe,

2 2
b [ T0_9ePT0 4 68*(T—1)+8

E[G¢  |c}]= . (60)
t,T t (T—t)3 3[36
Asi, cuando o =0, se tiene que
Var[5} 1|1 = El5, r|o7] - (E[5} r|57])*
2@ BT —p)-1) (61)

t

BHT -1)®
y
=2 2 —2 =2 3 2
Sesgol 5 1|0t =E|(G} 1 — E[5] 1) |0} |
=E[5. 1|01 -3E[6] 1|0} 1E[S 1|0 71+2(E[5] 1|0} ])’

o TN O +18BA T —0)eP T4 6B2 T —1)  (62)
t 3BT 1)

8+18B (T —1)* +6p°(T —1)* +18B*(T —1)
+ ‘
3p°(T~1)°
Si, por simplificacién, se escribe

k=BT 1)
se infiere, de (61) y (62) , que

_ 2(e"—x*-1
Var[GiT|G,2]=Gf‘{(—2)—l} (63)
K

_. e* — (9 +18K)e* +8 + 241k + 18x* + 6K°
sesgo[of,ncf]mf[

33
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APENDICE IIT

Calculo del precio de una opcién real con volatilidad estocdstica
mediante series de Taylor

En este apéndice se calcula la aproximacién, mediante una serie de Taylor,
del valor de una opcién real europea de compra, con varianza promedio es-
tocastica. Obsérvese primero que

(8,67, 1) =] eps(S, 1;5.)hG ] 1|0 7)dT]

La expansién en serie de Taylor de c y4(S,, t; G, *)alrededor de & G,r —EI_
J esta dada por

Ocps(S,, ;61 y)
—2 A2 BS\Mer P2 M T) — ~2
Cs(Son 1352 ) = eps(Spp 1162 ) + o T G2 52 ) 4
06, 1
1 achS(Snt;éiT) —9 A3 .2
+§T(GL,T—G£,T) + (64)
a(ct T)
1 0 eps(S,. 3 G, 1)

Gh ¥+
6 a(Gt,T) tT tﬂT

La notacién en las derivadas parciales anteriores signiﬁca que primero se
calculan las derivadas y despues se evaltian en el punto 6> ,.r- i se multiplica
(64) por la densidad h(Gt r|67)y después se integra el resultado, en virtud
de (36) se obtiene que

0 S,
e(S,,62,1) = (S 136 20) + ; Mvar[aiﬂcf] +
a(Gt,T) (65)
1 53035(Sn t;ézz,T) —2 ) 2
—TSesgo[Glﬂcl] +...
6 o, r) ’

Sl o =0, entonces 6? T —G . Ademas, si en las derivadas de (65) se sustituye

G, 2. porc’ el resultado que se obtiene cuando se calculan las derivadas con
respectoa G fT y después se evaltan en el punto 6 ,.7»€s el mismo. Si ahora se
utilizan (63) y (64), se tiene que

1 8% cps(S, b G 2) 1 2(e* -1 —1) 4 G,4+
2 ¥ ?

K
1 o° cgs(S;- 10, 2| e3 —(9 +18xk)e* +8 +24Kk +18k% + 6Kk ot
6 a(G ) 3K3

(S, o t,t)—cBS(St,t o, )+

(66)

2
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A continuacién se calculan las derivadas parciales en (66). Obsérvese, pri-

mero, que si

ln[%j+(r+%cf)(T—t)
d —

b Ao (T —1)
X Lot -a)--2

2
0o, 20, ,;

entonces

Dado que d, =d, —4/c’ (T —t), se concluye que
od, od, T -1t

dc; 00! 2T -1)

d, T -t

267 2o2(T -1)

1 ( 5

L (s2r—n+d J
20? t 2
d,

2
20,

Adviértase que las siguientes identidades son validas:

od, od,  dyd,

d :d =
léctz ? oG} 267
d? +d?
d18d22+d26d12:_] 22
oo oo 2c

t t

od, _ od, J:_ (d, +d,)’
20

d, +d,)
b [602 oG} :

t t

Ahora bien, de acuerdo con la definicién de c g4 se infiere que

P . od T - e od
"szstq)(dl)a L —Ke " )<D(d2)a—22

t Gt Gt

0=S,d(d,)-Ke "T-®'(d,)

(67)

(68)

(69)

(70)

(71)
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De esta manera,

Oc od, aod,
BZS =5,'(d 1)( J

Jo, ,; 6(5
T -1t
=S, @ (d))—
L 2o
Asi,
0%cps od T-1t (T -1)*
=S, (d) L -8, ¥d)—————  (712)
o oo} 2 oir—1) A[c2(T-1)]>

Al utilizar el hecho de que ®''(d,) = —®'(d,)d, y debido a (69), se deduce que

2 2
0%¢ g S0, odi Tt g qyqy 0

o} 062 2 foir—1) | alei(T-pl3

' d,d T-1t , (T —1)*
= 5,0/(dy)| & J —s,0d)— (13
1 (20,2 {L/GE(T—QJ Calo -0

=8,dd) " , Ldd,-1)

t

Obsérvese también que por (71) y (72)

o3¢ ., od, JT— .o ATt od od
—ZBSS‘ S0 (dy) —5 l (d1d2 D+85,0(d)) ———|d; §+d2 12 -
d(o;) dc? 4o} 4o, Oo, 0o,
, VT -1
-35,®'(d, )(ddy-1) = 5
8o,
VT JT di+d;
=—S,@'(d,)d; —L od, Ny dy-1) -8,/ (dy) 2t - 1—22 (74)
oo} 4o} 40, "
. JT 1
-35,9'(d, )(ddy-1) = 5
t
, VT —t
==5,0'(d,)——

o Ldidy3) (dydy—1)—(df +d3)]

Se concluye a partir de (66), (73) y (74) que
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J_

t

c(S,, t;Gtz):cBS(St’Gt o)+ (S (D,(d )———

K _ 42 _
X(2(e—l2<1)_1]64
K

\/_

3

(d\dy~ )J

(75)

{S O'(dy)———[(ddy ~3) (dydy~ 1) - (d} +d§)]} X

( e — (9 +18x)e* +8 + 24k + 18k + 6k J 6
> (o)
3k3 '

Para valores pequeiios de « la serie converge rapidamente. Por tanto, para
o =0 (o bien oo muy pequeiia) y k suficientemente pequena, se puede escribir

oS, t; 67) ~ cs(S,, 7 1) +%[St @'(d)WT -t o,(d,dy —l)jA(K) +
(76)
+ ;_g[stq)'(dl WT -t c,[(dyd, —3)(dydy —1)—(d} + d3)] jB(K)

en la que

2 —Kk—1
A(K) :("’—ZK) -1
K
e — (9 +18K)e" +8 + 241 + 181% + 613
B(K){ S
3k
M

k=BT ~1)
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