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RESUMEN

En este tra ba jo la me to do lo gía de op cio nes rea les se pre sen ta como un ins -
tru men to in dis pen sa ble para que los con se jos de ad mi nis tra ción de las em -
pre sas to men de ci sio nes res pec to a pro yec tos de in ver sión o es tra te gias de
ne go cios cuan do exis te la fle xi bi li dad (op cio na li dad) de to mar en el fu tu ro
nue vas de ci sio nes re la cio na das con ex ten der, con traer, pos po ner, en men dar 
o aban do nar un pro yec to o es tra te gia. Al res pec to, el pre sen te tra ba jo rea li -
za una re vi sión de las di fe ren tes fór mu las ana lí ti cas que apa re cen en la bi -
blio gra fía para va luar la op cio na li dad de es tra te gias en el su pues to de que el
va lor pre sen te de los flu jos de efec ti vo es pe ra dos si gue una dis tri bu ción log
normal o bien me dian te el uso de mé to dos de ár bo les bi no mia les. En par -
ti cu lar, se tra ta el caso de la toma de de ci sio nes de ven ta o cie rre de una em -
pre sa cuan do el va lor de mer ca do de sus tí tu los (de ca pi tal y deu da) ex ce de
el va lor pre sen te de los flu jos de efec ti vo es pe ra dos o el va lor pre sen te de es -
tos flu jos es me nor que cier to va lor de re cu pe ra ción. En este con tex to se
ana li za el caso de una em pre sa me xi ca na de ser vi cios sa te li ta les de co mu ni -
ca ción. Asi mis mo, se apli ca la me to do lo gía de op cio nes rea les a pro yec tos ca -
rre te ros de in ver sión; es pe cí fi ca men te se exa mi na el caso del pro yec to de
cons truc ción del pri mer tra mo de la au to pis ta To lu ca-Atla co mul co se gún los 
su pues tos de vo la ti li dad cons tan te y es to cás ti ca. Es tam bién im por tan te des -
ta car que esta in ves ti ga ción se cen tra en: i) la va lua ción de op cio nes rea les
ame ri ca nas de aban do no; ii) va lua ción de op cio nes rea les com pues tas; iii)
va lua ción de op cio nes rea les con vo la ti li dad ex ten dien do el mo de lo de Hull y 
Whi te (1987).
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ABSTRACT

In this pa per the met ho do logy of real op tions is pre sen ted as an im pe ra ti ve
tool for the board of di rec tors of a firm for the de ci sion ma king pro cess on the
fi nan cial as sess ment of pro jects or bu si ness stra te gies when the re is fle xi bi lity
(op tio na lity) of ma king, in the fu tu re, new de ci sions such as: ex pan ding, con -
trac ting, de fe rring, co rrec ting or aban do ning a pro ject or stra tegy. In this
re gard, this re search ca rries out a li te ra tu re re view of clo sed-form for mu las
to va lue the op tio na lity of se ve ral stra te gies are ob tai ned un der the as sump tion
that the pre sent va lue of the ex pec ted cash flow fo llows a log-nor mal dis tri bu -
tion or by using bi no mial met hods. In par ti cu lar, this pa per deals with the
case of the de ci sion ma king of se lling or shut ting down a firm when the mar ket 
va lue of its se cu ri ties (tit les of ca pi tal and debt) ex ceeds the pre sent va lue of
the ex pec ted cash flows, or the pre sent va lue of such ex pec ted cash flows is
less than cer tain sal va ge va lue. In this con text, a Me xi can firm that pro vi des
sa te lli te com mu ni ca tions ser vi ces is analy zed. Mo reo ver, the met ho do logy of 
real op tions is ap plied to high way cons truc tion pro jects, in par ti cu lar, the case
of the To lu ca-Atla co mul co high way pro ject is exa mi ned un der the as sump -
tions of cons tant and sto chas tic vo la ti lity. It is also im por tant to emp ha si ze
that this pa per fo cu ses on: i) the va lua tion of Ame ri can aban don ment real
op tions; ii) va lua tion of com po sed real op tions; iii) va lua tion of real op tions
with sto chas tic vo la ti lity ex ten ding Hull and Whi te’s (1987) mo del.

INTRODUCCIÓN

La me to do lo gía de op cio nes rea les, en tér mi nos ge ne ra les, es la apli -
ca ción de las téc ni cas de va lua ción de op cio nes fi nan cie ras a la va -
lua ción de pro yec tos de in ver sión y es tra te gias de ne go cios cuan do
exis te la fle xi bi li dad de to mar, en el fu tu ro, nue vas de ci sio nes re la -
cio na das con di chos pro yec tos y es tra te gias. Así pues, la meto do lo gía
de op cio nes rea les va lúa la fle xi bi li dad, u op cio na li dad, de ex ten der, 
pos po ner, en men dar e in clu so aban do nar un pro yec to de in ver sión
o es tra te gia de ne go cios, nue vo o exis ten te, en una fe cha fu tu ra.

La apli ca ción de la me to do lo gía de op cio nes rea les en di ver sas dis-
ci pli nas ha si do ex plo si va en los años re cien tes; véa se por ejem plo:
Shac kle ton et al (2004), Bot te ron et al (2003), Hen der son y Hob son
(2002), Insley (2002), Cour cha ne et al (2002), Ber nar do y Chowdhry
(2002), Bengtsson (2001) y Sla de (2001). El pre sen te tra ba jo de in -
ves ti ga ción efec túa una re vi sión de la bi blio gra fía del te ma, que no
pre ten de ser com ple ta, so bre fór mu las ana lí ti cas pa ra va luar la op -
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cionali dad de di ver sas es tra te gias de ne go cios, ya sea me dian te el uso
de mé to dos de ár bo les bi no mia les o en el su pues to de que el va lor pre -
sen te de los flu jos de efec ti vo es pe ra dos si gue una dis tri bu ción log
nor mal. La bi blio gra fía bá si ca de fór mu las ana lí ti cas de op cio nes
rea les com pren de, fun da men tal men te, Amram y Ku la ti la ka (1999),
Cuth bert son y Nitzsche (2001), Mun (2002) y Tri geor gis (1998).1 Es
tam bién im por tan te des ta car que el pre sen te tra ba jo se cen tra en: i) 
la va lua ción de op cio nes rea les ame ri ca nas de aban do no; ii) va lua ción
de op cio nes rea les com pues tas; iii) va lua ción de op cio nes rea les con
vo la ti li dad es to cás ti ca ex ten dien do el mo de lo de Hull y Whi te (1987).

I. VALOR PRESENTE NETO Y SUS LIMITACIONES

Con el cri te rio del va lor pre sen te neto (VPN), un nue vo pro yec to o es -
tra te gia se acep ta o se re cha za hoy si VPN > 0 o VPN < 0, res pec ti va -
men te, y no exis te otra po si bi li dad. Una vez que un pro yec to es
acep ta do con este cri te rio, rí gi do y pa si vo, los pla nes de in ver sión no 
se mo di fi can, es de cir, la in ver sión es irre ver si ble. Por otra par te,
con el cri te rio del VPN no se pue de va luar, hoy, la po si bi li dad de que
un pro yec to o es tra te gia se ex pan da si el en tor no de ne go cios y el
am bien te eco nó mi co son fa vo ra bles den tro de cin co años. Sen ci lla -
men te, por que hoy no se sabe si en el fu tu ro se ten drán o no con di -
cio nes fa vo ra bles para to mar esta nue va de ci sión. Sin em bar go, se
pue de plan tear una “op ción” de ex pan sión del pro yec to o es tra te gia,
la cual se ejer ce rá sólo si se pre sen tan di chas con di cio nes fa vo ra bles.
Esta op ción, o fle xi bi li dad, hoy tie ne un va lor que de be ría in te grar -
se al va lor es tá ti co que pro por cio na el VPN tra di cio nal a fin de va luar,
de ma ne ra ade cua da, un pro yec to o es tra te gia que con si de re la fle -
xi bi li dad de to mar nue vas de ci sio nes en el fu tu ro.

Por lo an te rior, en la me to do lo gía de op cio nes rea les un pro yec to
o es tra te gia con VPN < 0 po dría in clu so ser acep ta do si exis te la fle xi -
bi li dad de ex ten der lo, pos po ner lo, en men dar lo, etc. En tal caso, di cha
fle xi bi li dad, u op cio na li dad, de to mar en el fu tu ro una nue va de ci sión
tie ne un va lor en el pre sen te, c. Aun que VPN < 0, si VPN + >c 0, en -
ton ces es via ble ex ten der o pos po ner el pro yec to o la es tra te gia. De
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esta ma ne ra la me to do lo gía de op cio nes rea les per mi te to mar de ci sio -
nes in ter me dias en tre acep tar o re cha zar un pro yec to de in ver sión o 
es tra te gia de ne go cios, como pue de ser la de ci sión de pos po ner, so -
bre todo cuan do exis te in cer ti dum bre en los re sul ta dos es pe ra dos.
Di ver sos ejem plos de op cio nes rea les, que sur gen en la prác ti ca, se
enu me ra a con ti nua ción:

i) ¿Si se in vier te en pu bli ci dad o no?
ii) ¿Si se in vier te en in ves ti ga ción y/o de sa rro llo?

iii) ¿Si se ex pan de o no la pro duc ción ac tual?
iv) ¿Si se pos po ne un pro yec to de in ver sión?
v) ¿Si se aban do na un pro yec to de in ver sión exis ten te?

Va le la pe na ha cer la acla ra ción in ge nua de que no exis ten mer ca -
dos de op cio nes rea les. El va lor pre sen te de los flu jos es pe ra dos de
un pro yec to de in ver sión no es un ac ti vo que se com pre o se ven da en
el mer ca do. Sen ci lla men te, la me to do lo gía de op cio nes rea les es útil
pa ra va luar la fle xi bi li dad de ex ten der, con traer, pos po ner, en men -
dar o aban do nar un pro yec to sub ya cen te de in ver sión.

Mo di fi ca ción del va lor pre sen te por una op ción real

En es ta sec ción se ilus tra el con cep to de op ción real y se ana li za
có mo la fle xi bi li dad en las de ci sio nes de in ver sión mo di fi ca el cri te -
rio tra di cio nal de VPN. Asi mis mo, se in tro du ce el VPN mo di fi ca do aso -
cia do a una op ción real. De aho ra en ade lan te, por sim pli fi ca ción, se
ha rá re fe ren cia de manera indistinta a proyectos y estrategias.

Antes de en trar de lle no en el aná li sis de la teo ría de op cio nes rea -
les, el plan tea mien to de al gu nas ideas in tui ti vas pue de ayu dar a en -
ten der me jor el con cep to cen tral de op ción real. Un ejem plo sen ci llo 
es siem pre un buen co mien zo. Su pón ga se que la em pre sa P-MECS pla -
nea in ver tir en el de sa rro llo de un nue vo cam po pe tro le ro en el mar
a baja pro fun di dad, con múl ti ples po zos, lla ma do “Cam po Chi co”
(CC). Si se uti li za el cri te rio tra di cio nal del VPN para eva luar la fac ti -
bi li dad fi nan cie ra del pro yec to, la em pre sa tie ne que es ti mar los
pre cios fu tu ros del hi dro car bu ro. Pos te rior men te, con una tasa de
des cuen to ade cua da, ajus ta da por ries go, la em pre sa debe cal cu lar
el va lor pre sen te de los flu jos de efec ti vo es pe ra dos, ven tas me nos
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cos tos de pro duc ción, que se ge ne ren du ran te la vida del pro yec to,
por ejem plo, N años. Su pon ga que VPN = -M M( mi llo nes de dó la -
res). Des de el pun to de vis ta rí gi do del cri te rio del VPN, el pro yec to
tie ne que de se char se. Algu nas pre gun tas, sin em bar go, sur gen al res -
pec to: ¿no se omi tie ron al gu nos as pec tos re le van tes acer ca de la po -
si ble ex pan sión del pro yec to en el fu tu ro? Por ejem plo, que tal si
es tu dios ex plo ra to rios re cien tes mues tran que a ma yor pro fun di -
dad de CC se pue den es ta ble cer otros cam pos pe tro le ros. No obs tan -
te, el de sa rro llo de otros cam pos de ma yor pro fun di dad sólo pue de
rea li zar se si la in fraes truc tu ra pero so bre todo el know how de CC ya
exis ten, para lo cual se re quie ren por lo me nos N/2 años, en ton ces el
pro yec to de CC tie ne una op ción aso cia da: la po si ble ex pan sión a
otros cam pos den tro de N/2 años. Esta si tua ción pro por cio na un va -
lio so ele mento de op cio na li dad fu tu ra.

Esta op ción de ex pan sión o, me jor di cho, esta fle xi bi li dad que
con si de ra la po si ble ex pan sión tie ne un va lor hoy, c, que debe ser in -
te gra do al VPN del pro yec to de CC, para ob te ner un va lor pre sen te
neto mo di fi ca do, VPN

______

, dado por

VPN VPN
______

= + c (1)

Por su pues to, no se pue de sa ber hoy, en t = 0, si esta op ción de ex -
pan sión va a su ce der o no. Todo de pen de rá del pre cio fu tu ro del pe -
tró leo y, por tan to, del va lor pre sen te de los flu jos de efec ti vo
es pe ra dos. Si el va lor de la op ción de ex pan sión en el pre sen te, c, es
ma yor de M, en ton ces se debe acep tar el pro yec to sub ya cen te CC,
aun que VPN < 0. Evi den te men te, hay un fac tor de in cer ti dum bre
aso cia do a la vo la ti li dad de los pre cios del mer ca do del cru do. De
esta ma ne ra, la op ción de ex pan sión se con si de ra como una op ción
eu ro pea de com pra, con vo la ti li dad cons tan te o es to cás ti ca.

II. SIMILITUD ENTRE OPCIONES FINANCIERAS Y REALES

Al igual que en las op cio nes fi nan cie ras, el va lor de una op ción real
au men ta con el tiem po de ma du ra ción y con la vo la ti li dad del sub -
ya cen te. Esto im pli ca que la fle xi bi li dad de to mar nue vas de ci sio nes, 
en el fu tu ro, tie ne un va lor ma yor cuan do el ho ri zon te de pla nea ción
au men ta y/o cuan do hay “ma yor” in cer ti dum bre en los re sul ta dos
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es pe ra dos. En los cua dros 1 y 2 se es ta ble ce la co rres pon den cia en -
tre los pa rá me tros de una op ción fi nan cie ra y los de una real. De
esta ma ne ra una em pre sa que, a par tir de t, tie ne la opor tu ni dad de
in ver tir en un pro yec to sub ya cen te has ta el mo men to T, po see una
op ción eu ro pea de com pra para ad qui rir el va lor pre sen te de los
flu jos de efec ti vo es pe ra dos, S, a cam bio T del cos to de in ver sión, K.
En la fe cha de ven ci mien to, ST  tie ne aso cia do un fac tor de in cer ti -
dum bre: la vo la ti li dad de los flu jos de efec ti vo del pro yec to. Por su -
pues to, la op ción sólo será es co gi da cuan do S KT > , en cuyo caso el
in ver sio nis ta per ma ne ce en el pro yec to sub ya cen te; en caso con tra -
rio se ría con ve nien te aban do nar lo.

CUADRO 1. Pa rá me tros de las op cio nes fi nan cie ras

Pa rá me tro Opción fi nan cie ra

St Pre cio del ac ti vo sub ya cen te en t
K Pre cio de ejer ci cio de la op ción
R Tasa de in te rés li bre de ries go
s Vo la ti li dad de los ren di mien tos del ac ti vo sub ya cen te
T t- Vida del con tra to de op ción

CUADRO 2. Similitud entre las opciones financieras y reales

Pa rá me tro Opción real

St Va lor pre sen te de los flu jos de efec ti vo es pe ra dos en t
K Cos to de in ver sión en T
R Tasa de in te rés li bre de riesgo
s Vo la ti li dad de los flu jos de efec ti vo del proyecto
T t- Tiem po en que la opor tu ni dad de in ver tir desaparece

Con las ideas has ta aho ra ex pues tas y con cier to abu so del len gua -
je, se po dría de cir que mien tras las op cio nes fi nan cie ras tra tan con
ac ti vos fi nan cie ros, las op cio nes rea les lo ha cen con ac ti vos rea les
(uni da des de ne go cio, obras de in fraes truc tu ra, etc.) ge ne ra dos por
me dio de pro yec tos de in ver sión.

III. OPCIÓN REAL PARA POSPONER UN PROYECTO

Su pón ga se que una em pre sa tie ne que de ci dir en tre in ver tir una
can ti dad I M0 =  en un pro yec to hoy, t = 0, o pos po ner lo has ta el
próximo año, t =1. Su pón ga se tam bién que una vez he cha la de ci sión
de in ver sión, ésta es irre ver si ble, lo que sig ni fi ca que su va lor de re -
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cu pe ra ción es cero. Su pón ga se que el pro yec to de que se tra te tie ne
como ob je ti vo pro du cir un bien. El cos to de pro duc ción del bien es 
N N, .> 1  Su pón ga se aho ra que el pre cio del bien en el mer ca do pue -
de to mar, en cual quier tiem po t = 0 1 2, , , ..., los va lo res N + 1 y N -1
con pro ba bi li da des q y 1 - q, res pec ti va men te. Por tan to, el pre cio
es pe ra do está dado por:

f q N q N q N= + + - - = + -( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 (2)

Su pón ga se aho ra que la pri me ra uni dad del pro duc to es ven di da en 
t = 0 y que el cos to del ca pi tal (WACC) es d. Como pri mer paso se cal cu -
la el VPN del pro yec to, para ello, por sim pli ci dad, los flu jos de efec ti -
vo es pe ra dos f , se des cuen tan con el cos to del ca pi tal y se res ta la
in ver sión ini cial, I M0 = , esto es,

                   VPN = - +
+ -

+=

¥

I
q N

t t0
0

2 1

1
S

( )d

           = - + + -
+=

¥

M q N
t t

( )
( )

2 1
1

10
S

d
(3)

= - + + -
+æ

è
ç

ö

ø
÷M q N( )2 1

1d

d

Con si dé re se aho ra la op ción de pos po ner la in ver sión has ta t =1. En 
este caso el va lor pre sen te neto de esta op ción es

VPN
______

max
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Obsér ve se que las su ma to rias en VPN
______

co mien zan en t =1, ya que la
in ver sión se pos po ne has ta esa fe cha. Si se su po ne que

N M N- <
+

æ

è
ç

ö

ø
÷< +1

1
1

d

d
(5)

se in fie re que

VPN
______

=
+

-
+

æ

è
ç

ö

ø
÷q

N M1

1d d

Si, en t =1, el pre cio au men ta a N +1, el va lor pre sen te de los flu jos
de efec ti vo es ( )( )/ ,N - +1 1d d  lo cual su pe ra la in ver sión ini cial M,
mien tras que el va lor pre sen te de los flu jos de efec ti vo cuan do el
pre cio dis mi nu ye a N -1 es ( )( )/ ,N - +1 1d d  esta can ti dad es me nor
que la in ver sión. Si se es cri be

M N
d

d1 +
æ

è
ç

ö

ø
÷ =

lo cual es con gruen te con (5), ya que N N N- < < +1 1 siem pre es
cier ta, se tie ne que

VPN
______

=
+

-
+

æ

è
ç

ö

ø
÷ =q

N M q1

1d d d

Por otro lado, de (3), se ob tie ne

VPN = -
+æ

è
ç

ö

ø
÷( )2 1

1
q

d

d

Cuan do 0 1 2< <q / , se tie ne que

VPN
______

= >
q

d
0

y

VPN < 0

Se gún el cri te rio tra di cio nal del VPN, el pro yec to tie ne que ser re cha -
za do. Sin em bar go, la op ción de pos po ner la in ver sión has ta t =1 tie -
ne un va lor po si ti vo. Obsér ve se tam bién que cuan do q =1 2/ , se tie ne 
que VPN = 0 y
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VPN VPN
______

= + c

en el que c =1 2/ d es el va lor ac tual, de la op ción real de pos po ner la
in ver sión has ta t =1 lo cual está de acuer do con (1).

IV. DIFERENTES TIPOS DE OPCIONES REALES

Con si dé re se un mo vi mien to brow nia no ( ) [ , ]Wt t TÎ 0  de fi ni do en un es -
pa cio fijo de pro ba bi li dad equi pa do con su fil tra ción au men ta da 
( , ,( ) , ).[ , ]W F F Pt TÎ 0  Se su po ne que el va lor pre sen te de los flu jos de
efec ti vo es pe ra dos en t St, , es con du ci do por

d d dS S t t S t Wt t t t= +m s( , ) ( , ) (6)

en el que m( , )S tt  y s( , )S tt > 0 son fun cio nes co no ci das que pos te rior -
men te se es pe ci fi ca rán.

1. Opción real de ex pan sión

Una em pre sa po dría ex pan dir el va lor pre sen te de los flu jos de
efec ti vo es pe ra dos de un pro yec to en una pro por ción a. Por ejem -
plo, me dian te el in cre men to en las de ven tas fu tu ras, pre cios, ca pa -
ci dad de la pro duc ción o base de clien tes, para lo cual re quie re
in ver tir la can ti dad ¢K  en el mo men to T. Esta po si bi li dad es tra té gi ca 
tie ne una op ción aso cia da con el pro yec to sub ya cen te exis ten te. Si 
( )1 + - ¢a S KT  es el va lor pre sen te neto au men ta do en la pro por ción 
a% me nos el cos to de la in ver sión adi cio nal ¢K  al mo men to T, el va -
lor in trín se co de esta op ción está dado por

c S T K S K S

S S K

T T T

T T

e a a

a

( , ; , ) max(( ) , )

max( , )

¢ = + - ¢

= + - ¢

=

1

0

S S K

S c S T K

T T

T T

+ -

= +

a

a a

max( , )

( , ; , )

0
(7)

en la que K K= ¢/a y c S T KT( , ; ) es el va lor in trín se co de una op ción
eu ro pea de com pra. En par ti cu lar, si el va lor pre sen te de los flu jos
de efec ti vo es pe ra dos es con du ci do por un mo vi mien to geo mé tri co
brow nia no “neu tral al ries go”,
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d d dS rS t S Wt t tt= + s (8)

en el que r es la tasa de in te rés li bre de ries go y s > 0 es la vo la ti li dad
ins tan tá nea, se tie ne que el va lor de la op ción real de ex pan sión, en t,
está dado por

c S t e S S K F

e

t
r t

t

r t

T
T T

T

e a( , ) [ max( , )| ]( )

( )

= + -

=

- -

- -
-¥ò

E 0

¥

- -

+ -

= +

( max( , )) ( | )

[ | ]

|

( )

S S K f s S s

e S S

T T ST St

T
T

t

r t
t

a 0 d

E a

a

e s K f s S s

S c S t

r t
t t

t t

T
K ST S

BS

- -
¥

ò -

= +

( )
|( ) ( | )

( , )

d

(9)

en que

f s S
T t s

s

S
r

ST St t
t

| ( | )
( )
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=
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-
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è
ç

ö

ø
÷ - -æ

è
ç
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2

1

2

1
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p s

s ö
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ç
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÷
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÷
÷
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þ

ï
ï

( )

( )

T t

T ts

2

(10)

c S t S d Ke dBS t t
Tr t( , ) ( ) ( )( )= - - -F F1 2

F( )d e
d

= ò-¥

-1

2

1
2

2

p
e

e
d

(11)

d

S

K
r T t

T t

t

1

21

2
=

æ

è
ç

ö

ø
÷ + +æ

è
ç

ö

ø
÷ -

-

ln ( )s

s
(12)

y

d d T t2 1= - -s (13)

Es de cir, c S tBS t( , ) es la fór mu la de Black-Scho les para va luar una
op ción eu ro pea de com pra.

Es im por tan te des ta car que los flu jos de efec ti vo es pe ra dos no
son un ac ti vo que se com pre o ven da en el mer ca do, lo que ge ne ra
una si tua ción de mer ca dos in com ple tos. Por tan to, los re sul ta dos
que arro ja la fór mu la de Black-Scho les hay que to mar los con cier ta
cau te la.
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2. Opción real de con trac ción

Cuan do una em pre sa in tro du ce al mer ca do un nue vo pro duc to
(bien o ser vi cio), usual men te, tie ne un plan de in ver sión en dos eta -
pas. En la pri me ra la em pre sa in vier te una can ti dad ini cial, por lo
co mún pe que ña, pa ra con du cir es tu dios de mer ca do. La in ver sión
sub se cuen te de pen de de los re sul ta dos de di chos es tu dios. Si, en la se -
gun da eta pa, el pro duc to no pre sen ta la acep ta ción es pe ra da la em -
pre sa pue de ejer cer la op ción real de con traer la pro duc ción con el
re cor te de in ver sio nes fu tu ras.

Sea M el cos to de la in ver sión ini cial en t. Si el pro duc to no tie ne la 
acep ta ción es pe ra da, la em pre sa pue de in ver tir en la se gun da eta pa
una can ti dad más pe que ña N, N M< , lo que trae rá como con se -
cuen cia una con trac ción, en una pro por ción b, del va lor pre sen te de 
los flu jos de efec ti vo es pe ra dos del pro yec to sub ya cen te. El va lor in -
trín se co de esta op ción de con trac ción sa tis fa ce

c S T K N S N S K

S S N

c T T T

T T

( , ; , , ) max(( ) , )

max( ( )

b b

b

= - - -

= + - -

1

, )

min( , )

-

= - +

K

S S N KT Tb

(14)

en el que K e Mr tT= -( ) . Es de cir, se in vier te K o se in vier te N; esto
úl ti mo trae como con se cuen cia una con trac ción de los flu jos es pe ra dos.

3. Opción real de cie rre tem po ral

Su pón ga se que el mer ca do para cier to pro duc to de pen de del cli -
ma, por ejem plo, un ven ti la dor o una cha ma rra. El cos to va ria ble
anual, XT, de la em pre sa pue de ser pen sa do como el pre cio de ejer-
ci cio de una op ción real de cie rre tem po ral en T. Se su po ne que el
cos to de “cie rre” es C, el cual es una pro por ción fija, d, del va lor
pre sen te de los flu jos de efec ti vo es pe ra dos del pro yec to sub ya cen te, 
ST, es de cir C ST= d . Asi mis mo, su pón ga se que esta op ción ex pi ra en 
T. Si los flu jos de efec ti vo pre vis tos son me no res que los cos tos va -
ria bles, en ton ces, las ope ra cio nes se sus pen den, lo cual ge ne ra un
aho rro en los cos tos va ria bles. En este caso el va lor in trín se co de la
op ción es
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c S T K S X a S C a

S X a S

x T T T

T T

( , ; , ) max( , )

max( ,( )

d

d

= - - - -

= - - -1 -

= + - - -

= -

a

S X S a

S X S

T T

T T

)

max( , )

min( , )

d

d

(15)

en el que a re pre sen ta los cos tos fi jos.

4. Opción real de per ma nen cia

En pro yec tos de in ver sión de eta pas múl ti ples se pasa de una eta -
pa a la si guien te si el be ne fi cio es pe ra do es po si ti vo. En caso con tra -
rio no se in vier te en la si guien te eta pa y, posible men te, tam po co en
to das las de más. De esta ma ne ra, en cada eta pa en que se in vier te
tam bién se ad quie re una op ción para per ma ne cer en el pro yec to en
la pró xi ma eta pa. Esta es una op ción eu ro pea (de com pra) para per -
ma ne cer en el pro yec to si el va lor pre sen te de los flu jos de efec ti vo
es pe ra dos del pro yec to sub ya cen te, ST, es ma yor que el cos to de in -
ver sión, K. El va lor in trín se co es

c S T K S Kp T T( , ; ) max( , )= - 0 (16)

Si la di ná mi ca del va lor pre sen te de los flu jos de efec ti vo es pe ra dos
es con du ci da por la ecua ción di fe ren cial es to cás ti ca (8), se tie ne que 
c S t c S tp t tBS( , ) ( , ).=

5. Opción real de aban do no

El va lor de mer ca do de los tí tu los (de ca pi tal y deu da), VT, de una
em pre sa, en al gu nos ca sos, ex ce de el va lor pre sen te de los flu jos de
efec ti vo es pe ra dos en T, ST. En este caso, sur ge la op ción de ven der
la em pre sa ya que su va lor de mer ca do ex ce de el va lor pre sen te de
los flu jos de efec ti vo es pe ra dos. Como se gun do ejem plo su pón ga se
que una em pre sa se en cuen tra ope ran do con pér di das en un am -
bien te de re ce sión eco nó mi ca pro fun da y que po dría to mar la de ci -
sión de cie rre to tal, en T, si el va lor pre sen te de los flu jos de efec ti vo
es pe ra dos en ST  es me nor que cier to va lor de re cu pe ra ción VT. En
con se cuen cia, el va lor in trín se co de esta op ción real es

374 EL TRIMESTRE ECONÓMICO



c S T S Va T T T( , ) max( , )= (17)

Si V ST T>  la op ción se ejer ce. Si VT  es cons tan te, por ejem plo, V Kt = ,
y la op ción sólo pue de ser ejer ci da en T, en ton ces

c S T S K S K Ka T T T( , ) max( , ) max( , )= = - +0 (18)

En este caso,

c S T s K K f s S c S T Ka tT ST St BS T( , ) [max( , ) ] ( | ) ( , )|= - + = +ò
¥

0
0 (19)

en que c S TBS T( , ) es la fór mu la de Black-Scho les para va luar una op -
ción eu ro pea de com pra, dada en (11). El caso real men te in te re san -
te es cuan do la op ción real de aban do no es del tipo ame ri ca no. Sin
em bar go, esta si tua ción será ana li zada en de ta lle en la sec ción VII.

6. Opción real de cam bio

Las op cio nes de cam bio sur gen cuan do una em pre sa pue de pro -
du cir un mis mo bien o ser vi cio con di fe ren tes con jun tos de in su mos. 
Se su po ne que el tiem po y cos to de cam biar de un con jun to de in su -
mos a otro no re pre sen tan un obs tácu lo pa ra la em pre sa. Por ejem -
plo, si una em pre sa pro du ce elec tri ci dad pue de cam biar del uso de
car bón a com bus tó leo. Es im por tan te des ta car que es tas op cio nes
de cam bio son re ver si bles, es de cir, se pue de re gre sar del com bus tó leo
a la elec tri ci dad. El va lor in trín se co de es ta op ción real de cam bio es

c S T S S Ks T T T( , ) max( , )= - -2 1 0 (20)

en el que S T1  es el va lor pre sen te de los flu jos de efec ti vo es pe ra dos en 
T en el modo de pro du cir ac tual, S T2  es el va lor pre sen te de los flu jos 
de efec ti vo es pe ra dos en T en el otro modo de pro du cir, y K es el
cos to del cam bio. Si S S KT T2 1> + , se ejer ce la op ción de cam bio.

7. Opcio nes rea les com pues tas (op cio nes rea les
so bre op cio nes rea les)

Una op ción com pues ta se re fie re a una op ción cu yo sub ya cen te es 
otra op ción. La com po si ción de op cio nes rea les pue de ha cer se en un 
mis mo pro yec to o en otros pro yec tos re la cio na dos. En el pri mer ca so, 
su pón ga se, por ejem plo, que se rea li za una in ver sión ini cial pa ra un
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pro yec to de in ves ti ga ción y de sa rro llo (ID). Esta in ver sión per mi te
co men zar el pro ce so de in ves ti ga ción. Si el pro yec to tie ne éxi to en el
futu ro, en ton ces se ex tien de la in ver sión en in ves ti ga ción con la com -
pra de equi po adi cio nal, la con tra ta ción de más in ves ti ga do res, la
ad qui si ción de más y me jo res ba ses elec tró ni cas de da tos, etc. Esta
es una op ción com pues ta en la que la de ci sión pa ra ex ten der la in ves -
ti ga ción en el fu tu ro de pen de de los re sul ta dos de la in ves ti ga ción
ini cial. Por otra par te, res pec to al ca so de op cio nes rea les de otros
pro yec tos re la cio na dos, con si de re, por ejem plo, un pro yec to en el
que se ha ce una in ver sión ini cial en ID de fár ma cos; si el pro yec to tie -
ne éxi to se to ma en ton ces la de ci sión pa ra ini ciar un pro yec to de pu -
bli ci dad a fin de in tro du cir el pro duc to en el mer ca do. Esta es una
op ción com pues ta en la que la de ci sión fu tu ra de ini ciar un pro yec to 
pu bli ci ta rio pa ra in tro du cir un fár ma co en el mer ca do de pen de de
los re sul ta dos de la in ves ti ga ción ini cial.

Como se dijo lí neas arri ba, una op ción com pues ta es sen ci lla men te
una op ción so bre una op ción. El pago por ejer cer una op ción com -
pues ta im pli ca el va lor de otra op ción. Una op ción com pues ta tie ne,
en con se cuen cia, dos fe chas de ven ci mien to y dos pre cios de ejer ci cio. 
Con si dé re se, por ejem plo, el caso de una op ción eu ro pea de com pra
so bre una op ción eu ro pea de com pra. En la pri me ra fe cha de ven ci -
mien to, T1, el te ne dor de la op ción tie ne el de re cho de com prar una
nue va op ción de com pra a un pre cio de ejer ci cio K1 . Asi mis mo, su -
pón ga se que esta nue va op ción de com pra tie ne fe cha de ven ci mien -
to T2 y pre cio de ejer ci cio K 2 . Sea c S K( , ; )t t 2  el va lor de una op ción
de com pra con tiem po para el ven ci mien to t y pre cio de ejer ci cio K 2

y St  el va lor pre sen te de los flu jos de efec ti vo es pe ra dos. De nó te se
me dian te c Scall( )0  el va lor de la op ción com pues ta en el mo men to ac -
tual, t = 0. En la pri me ra fe cha de ven ci mien to, T1, el va lor in trín se -
co de la op ción real com pues ta está dado por:

c S K c S T T Kcall T T( ) max( , ( , ; ))
1 1 1 2 1 2= -

Sea S* el pre cio crí ti co del ac ti vo tal que  c S T K Kcall( *, ; ) .2 2 1=  Es de -
cir, S* es tal que

K S K T1 2 2= - -* ( ) ( )F Fd d s

en el que
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De esta ma ne ra, cuan do S St > *, se tie ne que c S T T K K( , ; )t 2 1 2 1- >  y, 
con se cuen te men te, el te ne dor ejer ce rá la op ción de com pra en T1. El
va lor de la op ción com pues ta en el mo men to ac tual de pen de de la
pro ba bi li dad con jun ta de que el pre cio del ac ti vo sea ma yor que S*
en T1 y ma yor que K 2 en T2. En el su pues to de que el va lor pre sen te
de los flu jos de efec ti vo es pe ra dos del pro yec to sub ya cen te es log
nor mal, la fór mu la de va lua ción para esta op ción real com pues ta
sa tis fa ce

c S S d b K e d T b T

K
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rT( ) ( , ; ) ( , ; )0 0 2 2 2 1 2
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En las fór mu las an te rio res, r es la tasa de in te rés li bre de ries go, s es
la vo la ti li dad ins tan tá nea, F( )x  es la fun ción de dis tri bu ción acu mu -
la da nor mal es tán dar uni va ria da y F2( , ; )x y r  es la fun ción de dis tri -
bu ción acu mu la da nor mal tra di cio nal bi va ria da con coe fi cien te de
co rre la ción r. El pri mer tér mi no de la fór mu la de va lua ción del ccall

pro por cio na el va lor, neu tral al ries go, del ac ti vo sub ya cen te con di -
cio na do a que S St > * en T1 y S K> 2 en T2, el se gun do tér mi no, de 
ccall , pro por cio na el pago es pe ra do de ele gir la op ción en T2 y el úl ti -
mo tér mi no es el pago es pe ra do de ele girla en T1. En el apén di ce I se
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pre sen tan fór mu las apro xi ma das para cal cu lar la dis tri bu ción nor -
mal es tán dar y la dis tri bu ción acu mu la da nor mal bi va ria da es tán -
dar para va luar op cio nes rea les com pues tas.

V. VALUACIÓN DE OPCIONES REALES CON EL ENFOQUE DE ECUACIONES

DIFERENCIALES PARCIALES

Sea ( ) [ , ]Wt t TÎ 0  un mo vi mien to brow nia no de fi ni do en un es pa cio fijo de 
pro ba bi li dad equi pa do con su fil tra ción au men ta da ( , ,W F  ( ) ,[ , ]F t TÎ 0

P). Sea c c S tt= ( ; ) el va lor de op ción real. Si el va lor pre sen te de los
flu jos de efec ti vo es pe ra dos en t, St, es con du ci do por el pro ce so

d d dS S t t S t Wt t t t= +m s( , ) ( , ) (21)

en el que m( , )S tt  y s( , )S tt > 0 son fun cio nes co no ci das en ton ces, en
con di cio nes de equi li brio (es de cir, no exis ten opor tu ni da des de ar -
bi tra je li bres de ries go), c sa tis fa ce la si guien te ecua ción di fe ren cial
par cial de ter mi nis ta de se gun do or den:

¶

¶

¶

¶
s

¶

¶

c

t

c

S
S t

c

S
S r rc

t
t

t
t+ + - =

1

2
0

2

2

2( , ) (22)

su je ta a
c t c S T h St t( , ) ( , ) ( )0 0= =y

en el que r es la tasa de in te rés li bre de ries go y h St( ) es el va lor in -
trín se co de la op ción real, el cual pue de ser cual quie ra de los ca sos
exa mi na dos en la sec ción IV. Es im por tan te des ta car que (20) sólo
cuen ta con so lu cio nes ana lí ti cas para cier tas fun cio nes h St( ), m( , )S tt

y s( , ).S tt  En ge ne ral, se re quie re mé to dos nu mé ri cos para ob te ner
so lu cio nes apro xi ma das de la ecua ción di fe ren cial par cial (20).

VI. VALUACIÓN DE OPCIONES REALES CON EL MODELO BINOMIAL

Los ár bo les bi no mia les son muy úti les en la va lua ción de op cio nes rea -
les. La ma yo ría de las op cio nes rea les son de tipo ame ri ca no, sien do
la op ción de ár bo les bi no mia les muy con ve nien te para su va lua ción. 
El mé to do bi no mial es muy po pu lar por que en cada pe rio do tan to el 
va lor pre sen te de los flu jos de efec ti vo es pe ra dos del pro yec to sub -
ya cen te, como los co rres pon dien tes va lo res de la op ción real pue den 
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cal cu lar se, lo que per mi te te ner al gu na idea de las de ci sio nes que se
de ben to mar en el fu tu ro. Asi mis mo, los ár bo les bi no mia les per mi -
ten la in clu sión de cos tos de tran sac ción (im pues tos y co mi sio nes) de 
ma ne ra más sen ci lla que con el su pues to de log nor ma li dad del sub -
ya cen te. En el mo de lo bi no mial los po si bles va lo res del va lor pre -
sen te de los flu jos de efec ti vo es pe ra dos son cal cu la dos de modo
re cur si vo “ha cia de lan te” co men zan do con el va lor pre sen te de los
flu jos de efec ti vo es pe ra dos de la pri me ra eta pa. Los po si bles va lo -
res de la op ción real son cal cu la dos de modo re cur si vo “ha cia atrás” 
co men zan do con los po si bles va lo res de la op ción en la úl ti ma eta pa.

1. El mo de lo bi no mial de un pe rio do y va lua ción
de op cio nes rea les

Sea St  el va lor pre sen te de los flu jos de efec ti vo es pe ra dos en t.
Su pón ga se que St  pue de to mar dos po si bles va lo res uSt  y dS dt(0 1< <
< u) con pro ba bi li da des, neu tra les al ries go, q y ( ),1 - q  res pec ti va -
men te. Se su po ne que las can ti da des u y d no se mo di fi can al trans -
cu rrir el tiem po. Con base en los pa rá me tros an te rio res la fi gu ra 1
mues tra la po si ble di ná mi ca de St .

Las can ti da des u y d se pue den re la cio nar con un pa rá me tro de vo -
la ti li dad s y la lon gi tud del pe rio do de que se tra ta, T t- , de la si -
guien te for ma

u e d
u

T t= -s y
1

Asi mis mo, si ct  es el va lor de la op ción real en t, y los va lo res que ésta 
pue de to mar en T cuan do St  au men ta o dis mi nu ye son cuT  y cdT, res -
pec ti va men te, la po si ble di ná mi ca del par ( , )S ct t  se ilus tra en la fi -
gu ra 2.
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En un mun do neu tral al ries go, se tie ne que

c e uS ct
r t

t u
T

T= - +- -( ) ( )D (23)

y
c e dS ct

r t
t d

T
T= - +- -( ) ( )D (24)

en ton ces al igua lar (23) con (24), se cum ple que:

- + = - +D DuS c dS ct u t dT T

lo cual im pli ca

D =
-

-

c c

S u d
u d

t

T T

( )
(25)

Si se sus ti tu ye (25) en (23), se in fie re que

c c
e d

u d
c

u e
u dt u

r t
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r t
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T
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÷÷
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è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

- -e r tT( ) (26)

Si aho ra se de no ta

q
e d

u d

r tT

=
-

-

-( )

(27)

se ob tie ne que

1 - =
-

-

-

q
u e

u d

r tT( )

(28)

En este caso, la ecua ción (26) se trans for ma en

c qc q c et u d
r t

T T
T= + - - -( ( ) ) ( )1 (29)

Cla ra men te, q > 0. Sin em bar go, pue de dar se el caso de que q > 1, de -
pen dien do de los va lo res de u d r, ,  y T t- , en cuyo caso 1 0- <q . Las
can ti da des q y 1 -q re ci ben el nom bre de pro ba bi li da des neu tra les
al ries go y en oca sio nes son co no ci das como pre cios de es ta do.

380 EL TRIMESTRE ECONÓMICO

)

q

(S tc,

)dT(dS t c,

q

1 -

t

)uT(uS t c,

FIGURA 2. Expan sión del ár bol bi no mial de una eta pa para ( ; )S ct t



2. El mo de lo bi no mial de dos pe rio dos y va lua ción
de op cio nes rea les

El mo de lo bi no mial se pue de ex ten der a dos pe rio dos, cada uno
de lon gi tud ( )/ .T t- 2  Se su po ne que se de sea en con trar el va lor de la 
op ción real en t. En este caso las po si bles tra yec to rias de St  se ilus -
tran en la fi gu ra 3.

Des pués de re pe tir el pro ce di mien to he cho en la an te rior sub sec ción 
pa ra ca da una de las ra mas del se gun do pe rio do, se ob tie nen dos
ecua cio nes si mi la res a (29) da das por

c qc q c eu uu du
r tT= + - - -( ( ) ) ( ) /1 2 (30)

y
c qc q c ed du dd

r tT= + - - -( ( ) ) ( ) /1 2 (31)

En la fi gu ra 4 se ilus tra una de las ra mas del se gun do ár bol. Esta
rama es una co pia de la pri me ra, ex cep to que apa re ce una u de más
en to dos los no dos, ya sea como sub ín di ce o como va ria ble. En tal
caso se apli ca com ple ta men te la mis ma me to do lo gía que al pri mer
ár bol, jus to como se hizo en las ecua cio nes (30) y (31).

PROYECTOS Y ESTRATEGIAS DE NEGOCIOS 381

d

q

St

q
q

1 -
udS t

q

S

dSt

q

1 -

2

uSt

t

u St
2

q1 -
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FIGURA 4. Rama superior del segundo periodo del árbol binomial



Al sus ti tuir las ecua cio nes (30) y (31) en el va lor de la op ción real en 
t, dado en (27), se ob tie ne la si guien te ex pre sión

c q c q q c q c et
T

uu du dd
r t= + - + - - -( ( ) ( ) ) ( ) /2 2 22 1 1 (32)

Por úl ti mo, ob sér ve se que el mo de lo se pue de ex ten der a n pe rio dos
de ma ne ra que

c e n
k

q q ct
r t n

k

n
k n k

u d
T

k n k= æ
è
ç ö

ø
÷ -- -

=

-
-

( ) / ( )S
1

1

VII. APLICACIÓN DEL MODELO BINOMIAL EN LA VALUACIÓN DE UNA OPCIÓN

REAL AMERICANA DE ABANDONO: EL CASO DE UNA EMPRESA MEXICANA

QUE OFRECE SERVICIOS SATELITALES

Una em pre sa me xi ca na que ofre ce ser vi cios sa te li ta les, en la ac tua li -
dad, se en cuen tra ope ran do con pér di das y po dría to mar la de ci sión 
de cie rre par cial o to tal si el am bien te de ne go cios con ti núa de te rio -
rán do se. Dado que el ob je ti vo es ilus trar una apli ca ción de op cio nes 
rea les, sólo se pre sen ta la in for ma ción fi nan cie ra ne ce sa ria. Con si -
dé re se la op ción de ce rrar la em pre sa en cual quier mo men to du ran -
te los pró xi mos T = 3 años a cam bio de un va lor de re cu pe ra ción
fijo, V. En este caso, la op ción de aban do no será ele gi da si S Vt < . La
in ver sión to tal, en t = 0, es I M0 =  (mi llo nes de dó la res) y el va lor de
re cu pe ra ción es

V M=
2

3

Si S0 90=  (mi llo nes de dó la res),

u d u r= = = = æ

è
ç

ö

ø
÷ »-2

1

2

2

3
0 171, , ln .

y T = 3 años, en ton ces

q
e d

u d
q

rT

=
-

-
=

-
= - =

/ 3
3

2

1

2
3
2

2

3
1

1

3
y

Los po si bles va lo res que St  pue de to mar en el fu tu ro se mues tran
en la fi gu ra 5. Pa ra cal cu lar los po si bles va lo res de la op ción en el
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fu tu ro se to ma co mo da to M = 90 (mi llo nes de dó la res), en ton ces 
V = 60 y en la última etapa se tiene que

c u d S M k
u d

k k
k k3

3
0

2

3
1 2 3-

-= æ

è
ç

ö

ø
÷ =max , , , ,

Así,

c c

c

uuu uud

udd

= = = =

=

max( , ) max( , )

max(

720 60 720 180 60 180

45 60 60 11 5 60 60, ) max( . , )= = =c ddd

Para la se gun da eta pa se tie ne que
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FIGURA 5. Expan sión del ár bol bi no mial de tres periodos
para St
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Los po si bles va lo res de la op ción de aban do no en el fu tu ro, cal cu -
la dos de mo do re cur si vo “ha cia atrás” co men zan do con la úl ti ma
eta pa, se mues tran en la fi gu ra 6. Co mo con se cuen cia de los re sul ta -
dos ob te ni dos, el pro yec to tie ne que ser aban do na do en los even tos

{ }, { , }, { , , } { , , }d d d u d d d d dy

Obsér ve se que siem pre que el va lor pre sen te de los flu jos de efec ti vo 
es pe ra dos del pro yec to sub ya cen te des cien de dos ve ces con se cu ti vas,
la op ción de aban do no debe ejer cer se. Asi mis mo, el va lor pre sen te
mo di fi ca do de la op ción real de aban do no está dado por la di fe ren -
cia en tre la op ción real en t = 0 y la in ver sión ini cial. Es de cir,

VPN
______

. .= - = - =c I0 0 93 65 90 3 65

VIII. VALUACIÓN CON OPCIONES REALES DE UN PROYECTO

CARRETERO DE INVERSIÓN

En el es que ma tra di cio nal del VPN, la va lua ción de un pro yec to ca -
rre te ro de in ver sión re quie re es ti mar el afo ro vehi cu lar en di fe ren -
tes fe chas fu tu ras y cal cu lar los in gre sos. Pos te rior men te, los cos tos
de man te ni mien to y ope ra ción se res tan de di chos in gre sos para ge -
ne rar los flu jos de efec ti vo fu tu ros. Por úl ti mo, di chos flu jos se des -
cuen tan a una tasa ade cua da y se es ta ble ce un mon to de in ver sión
ini cial para la obra de que se tra te.

A con ti nua ción se uti li za la me to do lo gía de op cio nes rea les para
de ter mi nar cuán to tiem po se debe per ma ne cer en un pro yec to ca -
rre te ro de in ver sión, de ma ne ra que el va lor pre sen te neto mo di fi ca -
do del pro yec to sea po si ti vo, VPN

______

,> 0  cuan do la in ver sión ini cial de
la obra es I0. En par ti cu lar, se con si de ra el pro yec to de cons truc ción 
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del pri mer tra mo de la au to pis ta To lu ca-Atla co mul co.2 El va lor pre -
sen te de los flu jos de efec ti vo anua les es pe ra dos (va lor pre sen te de
los in gre sos es pe ra dos anua les por pea je del afo ro vehi cu lar) es S0 =
25 129 565.22 dó la res y la vo la ti li dad del afo ro pro nos ti ca do es de
8.7685%. En t = 0, el va lor pre sen te de los cos tos to ta les de man te ni -
mien to y ope ra ción tie nen una es ti ma ción de K 0 = 27 767 571 dó la res. 
En la pri me ra co lum na del cua dro 3 se cal cu la el va lor fu tu ro de di -
chos cos tos con la es truc tu ra de pla zos de la se gun da co lum na, para
los años sub se cuen tes. La cuar ta co lum na mues tra los va lo res de las
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2 Sólo se pre sen ta la in for ma ción fi nan cie ra que re quie re la eva lua ción del pro yec to.

CUADRO 3. Pa rá me tros y va lor de la op ción real de permanencia

KT R T( , ) (%)0 T c T( , )0

27 864 458.93 4.1798 1 323 679.52
27 961 670.42 4.1796 2 983 983.66
28 059 223.41 4.1794 3 1 705 599.12
28 157 102.14 4.1792 4 2 442 240.80
28 255 313.32 4.1790 5 3 178 450.67
28 353 858.07 4.1789 6 3 906 814.08
28 452 737.47 4.1787 7 4 623 135.65
28 551 952.65 4.1785 8 5 324 805.56
28 651 504.71 4.1783 9 6 010 135.87
28 751 394.77 4.1781 10 6 678 028.95
28 851 623.95 4.1779 11 7 327 791.19
28 952 193.36 4.1777 12 7 959 018.23
29 053 104.15 4.1775 13 8 571 519.24
29 154 357.42 4.1773 14 9 165 264.24
29 255 954.33 4.1771 15 9 740 345.99
29 357 890.10 4.1770 16 10 296 951.65
29 460 183.59 4.1768 17 10 835.341.06
29 562 818.22 4.1766 18 11 355 829.93
29 665 801.06 4.1764 19 11 858 776.21
29 769 133.25 4.1762 20 12 344 571.56
29 872 815.94 4.1760 21 12 813 628.80
29 976 850.31 4.1758 22 13 266 379.19
30 081 237.50 4.1756 23 13 703 264.82
30 185 978.70 4.1754 24 14 124 734.53
30 291 075.06 4.1752 25 14 531 240.25
30 396 527.77 4.1751 26 14 923 233.98
30 502 337.99 4.1749 27 15 301 165.44
30 608 509.33 4.1747 28 15 665 480.03
30 715 035.75 4.1745 29 16 016 617.30
30 821 925.65 4.1743 30 16 355 009.66



op cio nes rea les de per ma nen cia con la me to do lo gía de Black-Scho -
les (es de cir, ST  se su po ne log nor mal) para ven ci mien tos anua les
con se cu ti vos T =1, 2 3, , .., con los pa rá me tros S0 = 25 129 565.22 dó -
la res, s = 0.087685, K K eT

R T T= 0
0( , ) (pre cio de ejer ci cio) y R T( , )0

(tasa li bre de ries go). Si se su po ne una in ver sión ini cial de la obra de 
I0 = 16 300 000 dó la res, se re quie re per ma ne cer en el pro yec to, por
lo me nos, 30 años, ya que en T = 30 es la pri me ra vez que se ob tie ne
que VPN

______

( . ) .= - >c I0 30 00

IX. OPCIONES REALES CON VOLATILIDAD ESTOCÁSTICA

La vo la ti li dad del va lor pre sen te de los flu jos de efec ti vo es pe ra dos
del pro yec to sub ya cen te no es cons tan te ni ob ser va ble. Por tan to,
re quie re un tra ta mien to ade cua do en la va lua ción de op cio nes rea -
les. La op ción idó nea es mo de lar la como un pro ce so es to cás ti co.3

Este nue vo in gre dien te en la va lua ción de op cio nes rea les in tro du ce
com pli ca cio nes téc ni cas.

1. Vo la ti li dad como fun ción co no ci da del tiem po

Si el va lor pre sen te de los flu jos de efec ti vo es pe ra dos del pro yec -
to sub ya cen te si gue una dis tri bu ción log nor mal y su vo la ti li dad ins -
tan tá nea es una fun ción co no ci da del tiem po, st, en ton ces el pro ce so 
neu tral al ries go que con du ce di cho pre cio es tá da do por

d d dS rS t S Ut t t t t= + s (33)

en el que el pa rá me tro de ten den cia re pre sen ta la tasa de in te rés li bre 
de ries go. El pro ce so ( ) [ , ]Ut t TÎ 0  es un mo vi mien to brow nia no de fi ni -
do de un es pa cio fijo de pro ba bi li dad con su fil tra ción au men ta da 
( , ,( ) , ).[ , ]WU U U

T

UF F Pt t Î 0  En este caso, la fór mu la de Black-Scho les se 
mo di fi ca sus ti tu yen do la va rian za pro me dio en [ , ],t T

s st t uT
T

T t
u,

2 21
=

-
ò d (34)

por el pa rá me tro de va rian za. De sa for tu na da men te, casi nun ca la
vo la ti li dad es una fun ción co no ci da del tiem po. Por esta ra zón, en el

386 EL TRIMESTRE ECONÓMICO

3 Entre la bi blio gra fía de la vo la ti li dad es to cás ti ca, que usual men te es re co men da da, se en -
cuen tran los tra ba jos de Ball y Roma (1994), y Hull y Whi te (1987).



trans cur so de la pre sen te sec ción se con si de ra rá a la vo la ti li dad mis -
ma como un pro ce so es to cás ti co.

2. Un mo de lo de vo la ti li dad es to cás ti ca para va luar
op cio nes rea les

A con ti nua ción, con un con jun to de su pues tos, se ex tien de el mo -
de lo de Hull y Whi te (1987) pa ra es ta ble cer una fór mu la del pre cio
de una op ción real eu ro pea de com pra cuan do la va rian za del ac ti vo 
sub ya cen te si gue un mo vi mien to geo mé tri co brow nia no. Supóngase, 
además de (33), que

d d ds as bst t t tt W2 2 2= + (35)

en la que el pro ce so ( ) [ , ]Wt t TÎ 0  es un mo vi mien to brow nia no de fi ni do 
de un es pa cio fijo de pro ba bi li dad con su fil tra ción au men ta da ( ,WW

FW W w, , ),F P  FW W
TFt t= Î( ) .[ , ]0  Se su po ne ade más que

Cov d d( , )W Ut t = 0

es de cir, la vo la ti li dad no está co rre la cio na da con el pre cio del ac ti -
vo. La con si de ra ción de un va lor me dio de lar go pla zo para la vo la ti -
li dad de ma ne ra que el pro ce so (35) pre sen te re ver sión a di cho
va lor y el su pues to Cov d d( , )W Ut t ¹ 0 com pli can en ex ce so los cálcu -
los. Por esta ra zón nos man te ne mos con los su pues tos ini cia les. De fí -
na se aho ra la vo la ti li dad es to cás ti ca pro me dio

s st t uT
T

T t
u,

2 21
=

-
ò d

en la que st
2 es so lu ción de la ecua ción di fe ren cial es to cás ti ca (35).

Se verá, a con ti nua ción, que el pre cio de una op ción real eu ro pea de
com pra es el pre cio de Black-Scho les in te gra do en la dis tri bu ción
de pro ba bi li dad de la va rian za es to cás ti ca pro me dio a lo lar go de la
vida de la op ción. Es de cir, el pre cio de una op ción real eu ro pea de
com pra, c c S tt t= ( , , ),s 2  en un mun do neu tral al ries go, sa tis fa ce

c S t e S K Ft t
r tT

ST St t
T t( , , ) [max( , )| ]( )

| ,
s

s

2

0

2 0= -

=

- -

¥

ò

E

c S t hBS T T Tt t( , ; ) ( | )s s s s2 2 2 2d
(36)

en la que cBS es el pre cio de Black-Scho les con va rian za st h2,  re pre sen -
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ta la fun ción de den si dad de st T, ,2  con di cio nal en st
2, y Ft: = ÄF Ft t

U W.
En efec to, ob sér ve se pri me ro que, con al gún abu so en la no ta ción,

f S S g S S hT T T T Tt t t t t t t( | , ) ( | , ) ( | ), , ,s s s s s2

0

2 2 2 2= ò
¥

d

en la que f  y g son fun cio nes de den si dad con di cio na les. Por tan to,

c S t e S K f S S St t
r t

T t
T

T t T( , , ) max( , ) ( | , )( )s s2

0

20= -

=

- - ¥

ò d

e S K g S S hr t
T t t t t

T
T T T

- - ¥ ¥

ò ò -( )
, ,max( , ) ( | , ) ( |

0 0

2 2 20 s s s )

max ( , ) ( | ,

,

( )
,[

d ds

s

t

r t
t

T T

T
T T t T

S

e S K g S S

2

0 0

20= -ò ò
¥ - - ¥

) ( | )] , ,d dS hT T t Tt ts s s2 2 2

Aho ra bien, con el su pues to Cov d d( , )W Ut t = 0 se pue de ve ri fi car que
la dis tri bu ción con di cio nal de ln( / ),S ST t  dado st

2, es nor mal con me dia

r T tt T-æ

è
ç

ö

ø
÷ -

1

2
2s , ( )

y va rian za st T T t, ( ).2 -  Por tan to, di cha dis tri bu ción es con gruen te
con el mun do nor mal de Black-Scho les. En con se cuen cia,

c S t e S K g S SBS T
T

T Tt t
r t

T t t( , ; ) max( , ) ( | ,,
( )

,
s s

2

0
0= -- - ¥
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1 2
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) ( )( )
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S d Ke d

T

t
Tr t= - - -F F
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d

S

K
r T t

T t
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T

t T
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2
=
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ç
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ø
÷ + +æ

è
ç

ö
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(37)

y
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S
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r T t

T t

t
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t T
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ø
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Así,

c S t c S t ht t t t t tBS t T T T( , , ) ( , , ) ( | ), , ,s s s s s2

0

2 2 2 2= ò
¥

d

3. Mé to do de apro xi ma ción

En es ta sub sec ción se des cri be el mé to do de apro xi ma ción que se
uti li za rá pa ra va luar una op ción real eu ro pea de com pra cuan do la
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va rian za del pre cio del ac ti vo sub ya cen te es tá da da por (35). Si se
define la función

H c S tt t tT BS T( ) ( , ; ), ,s s2 2=

y se cal cu la su ex pan sión en se ries de Tay lor al re de dor de E t tT
[ | ]

,s s2 2

= $
,st T

2 se tie ne que

H H
H H

t t
t

t tT T

T

T T( ) ( $ ) ( $ )
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,
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¶s
s s
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¶ s

2 2
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2 2
21

2
= + - +

t
t t

t
t t

T

T T

T

T T

H
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( $

2 2

2 2 2

3

2 3

2 21

6

s s

¶

¶ s
s s

- +

+ - ) . . .3 +

en que las de ri va das par cia les se eva lúan en $ .,st T

2  Si se mul ti pli ca la
ex pre sión an te rior por h t tT( | ),s s2 2  y se in te gra res pec to a st T, ,2  se ob -
tie ne

c S t H
H

t t
t

tt T

T

T( , , ) ( $ )
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var[ ],
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¶2 2
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6
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[ ] . . .
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,Sesgo +

En las sub sec cio nes si guien tes se de mos tra rá que si a =0 y b es pe -
que ña se tie ne la si guien te apro xi ma ción:

c S t H
H H

t t
t

tt T( , , ) ( )
( )

var[ ]
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,s s
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¶ s
s

¶

¶ s

2 2
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[ ],Sesgo s (38)

4. Mo men tos de la vo la ti li dad es to cás ti ca pro me dio

En esta sub sec ción se de ter mi nan los mo men tos de la vo la ti li dad
es to cás ti ca pro me dio. Asi mis mo, se cal cu la la va rian za y ses go de di -
cha va ria ble alea to ria. Los de ta lles téc ni cos se pre sen tan en el apén -
di ce II. Se pue de de mos trar que si a ¹ 0, en ton ces

E
e

T tt t tT

T t

[ | ]
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s s
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s
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2 2 21
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(39)
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en la que g a b f a b= + = +2 2 2,  y
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cuan do a = 0. En el caso par ti cu lar de a = 0, se in fie re que

ë ûE s s st tT t, |2 2 2=

E[ ]
( )

,

( )

|
( )

( )
s s

s b

b

b

t tT
t

T t

T t

e T t4 2
4

2

2 2

4

2 1
=

-

- - -é

ë

ê
ê

ù-

û

ú
ú

(42)

E[ ],

( ) ( )

|
( )

( )
s s

s bb b

t t

t

T
t

T t T

T t

e e T t6 2
6

3

3 2 2 29 6
=

-

- + -- - +é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

8

3 6b
(43)

Var E E

e

t t t

t

T t T t T t[ ] [ ] ( [ ])

(

, , ,| | |s s s s s s

s

2 2 4 2 2 2 2

4 2

= -

=
b b

b

2 2

4 2

1
1

( ) ( ) )

( )

T t T t

T t

- - - -

-
-

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(44)

y

Sesgo E E

e

t t t t

t

T t T T[ ] [( [ ]) ], , ,

(

| |s s s s s

s
b

2 2 2 2 3 2

6
3 2

= -

=
T Tt tT t e T t

T t

- -- + - + -

-

é

ë

ê
ê

+

) ( )( ( )) ( )

( )

9 18 6

3

8

2 2 2

6 3

b b

b

b

+ - + - + -

-

ù

û
ú
ú

+

18 6 18

3

4 2 6 3 2

6 3

b b b

b

( ) ( ) ( )

( )

T t T t T t

T t
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5. Apro xi ma ción del pre cio de una op ción real con vo la ti li dad
es to cás ti ca me dian te se ries de Tay lor

Se pue de de mos trar (véa se apén di ce III) que la apro xi ma ción del
pre cio de una op ción real con vo la ti li dad es to cás ti ca me dian te se ries 
de Tay lor sa tis fa ce
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Para va lo res pe que ños de k la se rie con ver ge rá pi da men te. Por tan -
to, para a = 0 (o bien a muy pe que ña) y k su fi cien te men te pe que ña,
se pue de es cri bir

c S t c S t S d T t d dt t t t t tBS( , ; ) ( , , ) ( ) ( )(s s s2 2
1 1 2

1

8
1» + ¢ - -F ) ( )A k +

+ ¢ - - - + +
1

48
3 11 1 2 1 2 1

2
2
2( [ ])( ) ( ) ( ) ( ) (S d T t d d d d d d Bt tF s k)

(49)

en la que

A
e

( )
( )

k
k

k

k

=
- -

-
2 1

1
2

B
e e

( )
( )

k
k k k k

k

k k

=
- + + + + +3 2 3

3

9 18 8 24 18 6

3

k b= -2( )T t

d

S
r T t

T t

t
t

t

1

2

2

1

2
=

æ

è
ç

ö

ø
÷ + +æ

è
ç

ö

ø
÷ -

-

ln ( )

( )

K
s

s
y

 d d T tt2 1
2= - -s ( )

PROYECTOS Y ESTRATEGIAS DE NEGOCIOS 391



Si los flu jos de efec ti vo es pe ra dos tie nen vo la ti li dad es to cás ti ca,
en ton ces la fór mu la (49) pue de sus ti tuir se en (7) pa ra ob te ner el va -
lor de una op ción real de ex pan sión con vo la ti li dad es to cás ti ca. Si
(49) se sus ti tu ye en (16) se ob tie ne el va lor de una op ción de per ma -
nen cia con vo la ti li dad es to cás ti ca. Por úl ti mo, la sus ti tu ción de (49)
en (17) pro du ce el va lor de una op ción real de aban do no con vo la ti -
li dad es to cás ti ca.

6. Li mi ta cio nes y ven ta jas del mo de lo de vo la ti li dad es to cás ti ca
para va luar op cio nes rea les

Cla ra men te, el he cho de que la di ná mi ca de la vo la ti li dad no pre -
sen ta re ver sión a la me dia es una des ven ta ja. La in clu sión de este
su pues to en el mo de lo con du ce a com pli ca cio nes téc ni cas, las cua les
por ra zo nes de sim pli fi ca ción no se abor dan en esta in ves ti ga ción.
Por otra par te, en la fór mu la de va lua ción ob te ni da en (48), con si de -
rar que a = 0 es un su pues to sim pli fi ca dor. La fór mu la para a > 0,
que se gu ra men te es más com pli ca da, pue de ser ob te ni da con un poco
más de es fuer zo al ge brai co.

X. VALUACIÓN MEDIANTE OPCIONES REALES CON VOLATILIDAD

ESTOCÁSTICA DE UN PROYECTO CARRETERO DE INVERSIÓN

En esta sec ción se uti li za la me to do lo gía de op cio nes rea les con vo la -
ti li dad es to cás ti ca para de ter mi nar cuán to tiem po se debe per ma ne -
cer en un pro yec to ca rre te ro de in ver sión, de ma ne ra que el va lor
pre sen te neto mo di fi ca do del pro yec to sea po si ti vo, VPN

______

,> 0  cuan do 
se tie ne una in ver sión ini cial. De nue vo, se con si de ra el pro yec to de
cons truc ción del pri mer tra mo de la au to pis ta To lu ca-Atla co mul co.
El va lor pre sen te de los flu jos de efec ti vo anua les es pe ra dos es S0 =
25 129 565.22 dó la res y en lu gar de es pe ci fi car la vo la ti li dad del afo -
ro se em plea b = 0.02 en el mo de lo de vo la ti li dad es to cás ti ca. En t = 0
el va lor pre sen te de los cos tos to ta les de man te ni mien to y ope ra ción
tie ne una es ti ma ción de K 0 = 27 767 571 dó la res. En la pri me ra co -
lum na del cua dro 4 se cal cu la el va lor fu tu ro de di chos cos tos con la
es truc tu ra de pla zos de la se gun da co lum na para los años sub se -
cuen tes. La cuar ta co lum na mues tra los va lo res de las op cio nes rea -
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les con vo la ti li dad es to cás ti ca para ven ci mien tos anua les con se cu -
ti vos T =1 2 3, , ,..., con los pa rá me tros S0 = 25 129 565.22 dó la res, 
K K eT

R T T= 0
0( , )  (pre cio de ejer ci cio) y R T( , )0  (tasa li bre de ries go). Si 

se su po ne una in ver sión ini cial de la obra de I0 = 16 300 000 dóla-
res, se re quie re per ma ne cer en el pro yec to 27 años, pues en T = 27
es la pri me ra vez que se ob tie ne que VPN

______

( , ) .= - >c I0 30 00

COMENTARIOS Y CONCLUSIONES

Esta in ves ti ga ción de op cio nes rea les de nin gu na ma ne ra pre ten de
ser com ple ta. Ejem plos de op cio nes rea les tam bién pue den sur gir
en fu sio nes y com pras de em pre sas. Asi mis mo, cuan do se efec túan
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CUADRO 4. Va lor de la op ción real con vo la ti li dad es to cás ti ca
de per ma nen cia

KT R T( , ) (%)0 T c T( , )0

27 864 458.93 4.1798 1 345 725.98
27 961 670.40 4.1796 2 1 131 983.98
28 059 223.41 4.1794 3 1 856 376.12
28 157 102.14 4.1792 4 2 945 378.39
28 255 313.32 4.1790 5 3 463 386.03
28 353 858.07 4.1789 6 4 226 343.36
28 452 737.47 4.1787 7 5 745 387.22
28 551 952.65 4.1785 8 5 956 348.37
28 651 504.71 4.1783 9 7 965 365.98
28 751 394.77 4.1781 10 8 459 965.43
28 851 623.95 4.1779 11 8 967 286.32
28 952 193.36 4.1777 12 9 145 386.93
29 053 104.15 4.1775 13 9 476 129.59
29 154 357.42 4.1773 14 10 234 156.86
29 255 954.33 4.1771 15 10 738 137.01
29 357 890.10 4.1770 16 11 148 945.22
29 460 183.59 4.1768 17 11 876.486.90
29 562 818.22 4.1766 18 12 346 129.54
29 665 801.06 4.1764 19 12 797 339.45
29 769 133.25 4.1762 20 13 192 835.46
29 872 815.94 4.1760 21 13 476 965.95
29 976 850.31 4.1758 22 13 903 578.75
30 081 237.50 4.1756 23 14 102 645.56
30 185 978.70 4.1754 24 14 902 684.49
30 291 075.06 4.1752 25 15 331 754.89
30 396 527.77 4.1751 26 15 634 854.27
30 502 337.99 4.1749 27 16 485 276.67



acuer dos en tre em pre sas am bas par tes po seen una op ción de aban -
do no del acuer do o de ex ten sión del mis mo. Las gran des cor po ra cio -
nes (trans na cio na les) po seen las op cio nes para au to ri zar fran qui cias
o pa ten tes. Las em pre sas que emi ten deu da con baja ca li dad cre di ti -
cia tie nen la op ción de in cum plir, par cial o to tal men te, con sus obli -
ga cio nes de pago. Como se ob ser va, para va luar de ma ne ra ade cua da
op cio nes rea les es ne ce sa rio te ner un buen do mi nio del tema de op -
cio nes fi nan cie ras, ya sean sim ples (“va ni lla”) o exó ti cas, así como
de fi nan zas cor po ra ti vas.

En es te tra ba jo de in ves ti ga ción se exa mi na ron va rias fór mu las
ana lí ti cas pa ra va luar la op cio na li dad o fle xi bi li dad de un pro yec to
sub ya cen te. Pa ra ello, por un la do, se re cu rrió al mé to do de ár bo les
bi no mia les, mien tras que por otro se su pu so que el va lor pre sen te
de los flu jos de efec ti vo es pe ra dos si gue una dis tri bu ción log nor mal. 
Se rea li za ron dos apli ca cio nes al ca so me xi ca no de las op cio nes rea -
les. En par ti cu lar, se ana li za ron los ca sos de una em pre sa me xi ca na
de ser vi cios sa te li ta les de co mu ni ca ción y del pro yec to de cons truc ción 
del pri mer tra mo de la au to pis ta To lu ca-Atla co mul co; en es te úl ti -
mo se es tu dia ron los ca sos de una op ción real de vo la ti li dad cons -
tan te y vo la ti li dad es to cás ti ca.

APÉNDICE I

Fór mu las apro xi ma das para cal cu lar la dis tri bu ción nor mal
es tán dar y la dis tri bu ción acu mu la da nor mal bi va ria da

es tán dar para va luar op cio nes rea les com pues tas

En este apén di ce se pre sen ta fór mu las apro xi ma das para cal cu lar la dis tri -
bu ción nor mal es tán dar y la dis tri bu ción acu mu la da nor mal bi va ria da tra di -
cio nal, que son úti les en la va lua ción de op cio nes rea les com pues tas. Con vie ne 
re cor dar que la fun ción de dis tri bu ción acu mu la da nor mal tra di cio nal bi va -
ria da se de fi ne como

F2
2

2 2

2

1

2 1

2

2 1
( , ; ) exp
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x y

u uv vx y
r

p r

r

r
=

-
-

- +

-

æ

è

ç
çò ò-¥ -¥

ö

ø

÷
÷
dudv

la cual pue de ser apro xi ma da me dian te el si guien te pro ce di mien to con una
pre ci sión de has ta seis de ci ma les. Para la dis tri bu ción acu mu la da de una va -
ria ble nor mal es tán dar se uti li za la fór mu la de apro xi ma ción
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a

= + = = -

=

1 1 0 2316419 0 319381530 0 3565637821 2

3

/( . ) . .

1 781477937 1 821255978 1 3302744294 5. . .a a= - =

Pa ra el ca so de la dis tri bu ción acu mu la da nor mal bi va ria da tra di cio nal
una fór mu la de apro xi ma ción de Drez ner (1978) se ob tie ne co mo si gue. Se
de fi ne pri me ro

H y z v v G w w
i j

i j i j( , ; ) ( , )r
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5
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5

S S

en la que

G w w y w y z w z w y w zi j i i i i( , ) exp{ ( ) ( ) ( ) (= - + - + - -1 1 1 1 1 12 2 2r )}

jun to con

y y z z1
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1
22 1 2 1= - = -/ /( ), ( )r r

v w v w1 1 2 20 24840615 0 10024215 0 39233107 0 482813= = = =. . . . 97

0 21141819 1 0609498 0 03324666 1 779723 3 4 4v w v w= = = =. . . . 94

0 00082485334 2 66976045 6v w= =. .

Si el pro duc to de y z,  y r no es po si ti vo, en ton ces se apro xi ma F 2( , ; )y z r  uti -
li zan do las si guien tes re glas:

i) si y z£ £0 0,  y r £ 0, en ton ces F 2( , ; ) ( , ; ),y z H y zr r=
ii) si y z£ ³0 0,  y r ³ 0, en ton ces F F2( , ; ) ( ) ( , ; ),y z y H y zr r= - - -

iii) si y z³ £0 0,  y r ³ 0, en ton ces F F2( , ; ) ( ) ( , ; ),y z z H y zr r= - - -
iv) si y z³ ³0 0,  y r £ 0, en ton ces F F F2 1( , ; ) ( ) ( ) ( , ;y z y z H y zr = + - + - -  r).

En los ca sos en que el pro duc to de y z,  y r es po si ti vo, en ton ces se uti li za

F F F2 2 1 2 20 0( , ; ) ( , ; ) ( , ; )y z y z Lr r r= + -

en que F 2 10( , ; )y r  y F2 20( , ; )z r  se cal cu lan con las re glas es ta ble ci das cuan -
do el pro duc to de y z,  y r no es po si ti vo, y
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APÉNDICE II

Cálcu lo de los mo men tos de la vo la ti li dad es to cás ti ca pro me dio

En este apén di ce se cal cu la la me dia, va rian za y ses go de la vo la ti li dad es to -
cás ti ca pro me dio. Para ello se cal cu la los tres pri me ros mo men tos de st T, .2

En pri mer lu gar se pue de de mos trar que si a ¹ 0, en ton ces
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Si se de fi ne el si guien te cam bio de va ria ble y u t= - , se cum ple que
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Asi mis mo, se pue de de mos trar que
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Obsér ve se aho ra que si x y£ , en ton ces

Cov W W Cov W W W W

Cov W W W W Cov W

y x y x x x

y x x

( , ) ( , )

( , ) (

= - +

= - - +0 x xW
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ya que los in cre men tos W Wy x- y W Wx - 0 son es to cás ti ca men te in de pen -
dien tes.

De acuer do con la grá fi ca 1 la re gión de in te gra ción de la in te gral (51), 
D T t T t= - ´ -[ , ] [ , ],0 0  se pue de sub di vi dir co mo D D D= È1 2, en la que 
D x T t y x1 0 0= £ £ - £ £{ , } y D x T t x y T t2 0= £ £ - £ £ -{ , }. Así, en
vir tud de (52) se de du ce que
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Por úl ti mo, se cal cu la el ter cer mo men to de la vo la ti li dad pro me dio es to cás ti ca,

De acuer do con la grá fi ca 2, las re gio nes de in te gra ción en que se di vi de el
cubo [ , ] [ , ] [ , ]0 0 0T t T t T t- ´ - ´ -  son

G y x z T t1 0: ,£ £ £ £ -

G z x y T t2 0: ,£ £ £ £ -

G x y z T t3 0: ,£ £ £ £ -

G z y x T t4 0: ,£ £ £ £ -

G x z y T t5 0: ,£ £ £ £ -

G y z x T t6 0: £ £ £ £ -
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Por tan to, en el caso par ti cu lar a =0, la tri ple in te gral de (54) pue de cal cu -
lar se como
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en las que cada in te gral se cal cu la en su co rres pon dien te re gión G ii , , , ...,= 1 2  6.
La pri me ra in te gral de (55) sa tis fa ce
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Es po si ble ve ri fi car que cada una de las in te gra les pro por cio na exac ta men te
el mis mo re sul ta do de (56). En con se cuen cia, cuan do a = 0,
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Obsér ve se aho ra que si a = 0, se de du ce de (50), (53) y (57), uti li zan do la re -
gla de L’Ho pi tal, que

ë ûE s s st tT t, |2 2 2= (58)
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De igual ma ne ra, de (53), se tie ne que
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pues to que
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y, como ya se sabe,
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Así, cuan do a =0, se tie ne que
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Si, por sim pli fi ca ción, se es cri be

k b= -2( )T t

se in fie re, de (61) y (62) , que
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APÉNDICE III

Cálcu lo del pre cio de una op ción real con vo la ti li dad es to cás ti ca
me dian te se ries de Tay lor

En este apén di ce se cal cu la la apro xi ma ción, me dian te una se rie de Tay lor,
del va lor de una op ción real eu ro pea de com pra, con va rian za pro me dio es -
to cás ti ca. Obsér ve se pri me ro que
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La no ta ción en las de ri va das par cia les an te rio res sig ni fi ca que pri me ro se
cal cu lan las de ri va das y des pués se eva lúan en el pun to $ .,st T

2  Si se mul ti pli ca
(64) por la den si dad h t T t( | ),s s2 2  y des pués se in te gra el re sul ta do, en vir tud
de (36) se ob tie ne que

c S t c S t
c S t

t t BS t t T
BS t t T

( , , ) ( , ; $ )
( , ; $ )

,
,

s s
¶ s

¶

2 2
2 2

1

2
= +

( )
|

( , ; $ )

(

,

,

,

,

[ ]
s

s s

¶ s

¶ s

t T

t T t

BS t t T

t T

Var

c S t

2 2

2 2

3 2
1

6

+

+
2 3

2 2

)
| . . .[ ]Sesgo s st,T t +

(65)

Si a = 0, en ton ces $ .,s st T t
2 2=  Ade más, si en las de ri va das de (65) se sus ti tu ye 

st T,
2  por st

2  el re sul ta do que se ob tie ne cuan do se cal cu lan las de ri va das con
res pec to a st T,

2  y des pués se eva lúan en el pun to st T, ,2  es el mis mo. Si aho ra se
uti li zan (63) y (64), se tie ne que
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A con ti nua ción se cal cu lan las de ri va das par cia les en (66). Obsér ve se, pri -
me ro, que si
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Adviér ta se que las si guien tes iden ti da des son vá li das:
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Aho ra bien, de acuer do con la de fi ni ción de c BS se in fie re que
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De esta ma ne ra,
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Al uti li zar el he cho de que ¢¢ = - ¢F F( ) ( )d d d1 1 1  y de bi do a (69), se de du ce que
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Obsér ve se tam bién que por (71) y (72)

Se con clu ye a par tir de (66), (73) y (74) que
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Para va lo res pe que ños de k la se rie con ver ge rá pi da men te. Por tan to, para 
a = 0 (o bien a muy pe que ña) y k su fi cien te men te pe que ña, se pue de es cri bir
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en la que
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