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RESUMEN

Una de las hi pó te sis tra di cio na les en teo ría del cre ci mien to eco nó mi co es que la

fuer za de tra ba jo cre ce ex po nen cial men te. Esta no es una hi pó te sis sos te ni ble pues

im pli ca que la po bla ción del pla ne ta pue de ser ar bi tra ria men te gran de. En es te ar -

tícu lo me jo ra mos el mo de lo de So low al in tro du cir una ley de cre ci mien to po bla -

cio nal que ve ri fi que las pro pie da des más im por tan tes ob ser va das en el cre ci mien to

de la po bla ción hu ma na: i) la po bla ción es cre cien te y aco ta da y ii) la ta sa de cre ci -

mien to de la po bla ción de cre ce a 0 cuan do el tiem po tien de al in fi ni to. El re sul ta do

prin ci pal del tra ba jo es un teo re ma en el que se de muestra que el mo de lo es asin tó -

ti ca men te es ta ble y que el ca pi tal per ca pi ta tien de a un va lor cons tan te.

ABSTRACT

One of the usual hypot he sis in stan dard eco no mic growth theory is that la bor for -

ce fo llows ex po nen tial growth. This is an un rea lis tic as sump tion be cau se gro wing

ex po nen tially po pu la tion can be ar bi tra rily lar ge. In this pa per we re for mu la te the

neo clas si cal So low mo del of eco no mic growth by as su ming that the law des cri bing

po pu la tion growth ve ri fies two styli zed facts: i) po pu la tion is strictly in crea sing
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and boun ded and ii) the ra te of growth of po pu la tion is strictly de crea sing to ze ro.

The main re sult of the pa per is the proof of the con ver gen ce of ca pi tal per wor ker

to a cons tant va lue in de pen dently of the ini tial con di tion.

INTRODUCCIÓN

Una de las hi pó te sis tra di cio na les en los mo de los de cre ci mien to eco nó -

mi co es que la fuer za de tra ba jo L cre ce a una ta sa cons tan te n > 0. En

tiem po t con ti nuo es na tu ral definir es ta ta sa de cre ci mien to co mo:

n
L

L

L

t
L

= =
&

¶

¶ (1)

lo que im pli ca que la fuer za de tra ba jo L cre ce ex po nen cial men te y pa ra ca da 

con di ción ini cial L L( ) ,0 0=  la fuer za de tra ba jo al tiem po t es

L t L ent( ) = 0 (2)

Este sen ci llo mo de lo ex po nen cial de cre ci mien to de la fuer za de tra ba jo

re pre sen ta fiel men te el cre ci mien to po bla cio nal sólo en el pe rio do ini cial

pues, cre cien do ex po nen cial men te, la fuer za de tra ba jo cre ce ría al in fi ni to

cuan do el tiem po tien de al in fi ni to, lo que por su pues to no es sos te ni ble. El

mo de lo ex po nen cial no se ajus ta a las re duc cio nes en el cre ci mien to de la

po bla ción de bi das a la com pe ten cia por los re cur sos am bien ta les como co -

mi da y te rri to rio. Ver hulst (1838) afir ma que una po bla ción es ta ble debe lle -

gar a una sa tu ra ción ca rac te rís ti ca, usual men te lla ma do ca pa ci dad de car ga

del am bien te, que de fi ne una cota su pe rior del cre ci mien to.1 Con una po -

bla ción mun dial de más de 6 mil mi llo nes de per so nas, los ex per tos en cre ci -

mien to po bla cio nal in di can que he mos en tra do en una zona en la que se

ob ser van cla ra men te lí mi tes en la ca pa ci dad de car ga del pla ne ta (véa se Day,

1996, y Brown, 1984). Esto nos de fi ne el pri mer he cho es ti li za do del cre ci -

mien to de la po bla ción: la ca pa ci dad de car ga del pla ne ta de fi ne una cota su -

pe rior del ta ma ño de la po bla ción que no pue de ser su pe ra da.
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1 La ex pre sión in gle sa carr ying ca pa city, que en este tra ba jo tra du ci mos como “ca pa ci dad de car ga”
se uti li zó por vez pri me ra cuan do se in ten tó de ter mi nar la po bla ción má xi ma de una es pe cie dada que
pue de so por tar su en tor no sin lí mi te de tiem po. La ca pa ci dad de car ga de la Tie rra pue de ser de fi ni da
como la car ga má xi ma que la hu ma ni dad pue de im po ner de modo sos te ni ble al me dio am bien te an tes
de que éste sea in ca paz de sos te ner y ali men tar la ac ti vi dad hu ma na. En las re fe ren cias bi blio grá fi cas el
lec tor pue de en con trar in for ma ción por me no ri za da acer ca del con cep to de ca pa ci dad de car ga, de al -
gu nos mé to dos para cal cu lar la ca pa ci dad de car ga de la Tie rra y apli ca cio nes en la teo ría del cre ci mien -
to eco nó mi co.



Otra re gu la ri dad em pí ri ca en el cre ci mien to po bla cio nal es que las ta sas

de mor ta li dad y na ta li dad han dis mi nui do en los úl ti mos de ce nios. Las per so -

nas vi ven más años de bi do al ma yor ac ce so a la in mu ni za ción, a la aten ción

pri ma ria de la sa lud y a los pro gra mas de erra di ca ción de en fer me da des.

Mu chos pa dres se es tán dan do cuen ta de que a me di da que me jo ran las con di -

cio nes de sa lud, es más pro ba ble que so bre vi van más de sus hi jos, de ma ne ra

que es tán de ci dien do te ner me nos be bés. El ma yor ac ce so a la pla nea ción de

la fa mi lia es tá ayu dan do a con tro lar el nú me ro de hi jos y el tiem po que

trans cu rre en tre los na ci mien tos de sus hi jos. Ade más, gra cias al ma yor ac -

ce so a la edu ca ción y al em pleo, son más las mu je res que es tán for man do sus

fa mi lias a ma yor edad y es tán te nien do me nos hi jos, pe ro más sa nos. De bi do

a la de sa ce le ra ción de las ta sas de na ta li dad, las ta sas de cre ci mien to de la po -

bla ción han co men za do a dis mi nuir no to ria men te en los úl ti mos de ce nios y

sus va lo res son cer ca nos a 0. Inclu so se han ob ser va do re gio nes del pla ne ta

con ta sas de cre ci mien to de la po bla ción ne ga ti vas du ran te lar gos pe rio-

dos.2 Esto nos de fi ne el se gun do he cho es ti li za do del cre ci mien to de la po bla -

ción: la ta sa de cre ci mien to de la po bla ción es de cre cien te y tien de a ser nu la.

Estas ob ser va cio nes de ter mi nan que, como afir ma May nard Smith (1974),

una ley L t( ) de cre ci mien to de la po bla ción que sea acor de con las ob ser va -

cio nes em pí ri cas debe ve ri fi car las si guien tes pro pie da des: i) cuan do la po -

bla ción es su fi cien te men te pe que ña en re la ción con la ca pa ci dad de car ga del 

pla ne ta L¥ , en ton ces L cre ce al re de dor de una tasa cons tan te n > 0; ii) cuan do 

la po bla ción es su fi cien te men te gran de en re la ción con la ca pa ci dad de car ga 

del pla ne ta L¥ , los re cur sos eco nó mi cos co mien zan a ser es ca sos y esto afec -

ta de ma ne ra ne ga ti va el cre ci mien to de la po bla ción, y iii) la tasa de cre ci -

mien to de la po bla ción de cre ce a 0.

En este ar tícu lo su po ne mos que la ley de cre ci mien to de la po bla ción ve -

ri fi ca es tas pro pie da des. Exis ten en la bi blio gra fía mu chos ejem plos de mo -

de los de cre ci mien to po bla cio nal que ve ri fi can es tas pro pie da des bá si cas. El

más co no ci do es la ley lo gís ti ca, in tro du ci da por Ver hulst (1838) como una

ex ten sión del mo de lo ex po nen cial (véa se Schtick ze lle, 1981). La ecua ción

lo gís ti ca tam bién se co no ce como ley de Ver hulst-Pearl ya que fue ron Pearl
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2 Entre 2000 y 2005 la po bla ción mun dial cre ció a ra zón del 1.31% por año, ci fra con si de ra ble men -
te más baja que el 1.71% re gis tra do en los dos úl ti mos de ce nios. Las pro yec cio nes de la va rian te me dia
en ma te ria de fe cun di dad efec tua das por las Na cio nes Uni das in di can que la tasa de cre ci mien to de la
po bla ción se gui rá de cre cien do has ta el 0.3% pro nos ti ca do para el quin que nio 2045-2050 (World Pop-
ula tion Pros pects: The 2002 Re vi sión, vol. I, II y III; pu bli ca ción de las Na cio nes Uni das, núm. de ven ta
E.03.XIII.6, 7 y 8).



y Reed (1920) quie nes la po pu la ri za ron usán do la para des cri bir los da tos del 

cre ci mien to de la po bla ción de los Esta dos Uni dos des de 1790 a 1920.3 La

cur va lo gís ti ca es del tipo sig moi de con el pun to de in fle xión en L¥ / ,2   la mi -

tad del va lor de la ca pa ci dad de car ga del pla ne ta L¥ , lo que ge ne ra una poco

de sea ble pro pie dad de si me tría a la hora de con fron tar la cur va con los da tos 

ob ser va dos. Para evi tar esta res tric ción mu chos au to res han in tro du ci do

mo de los con pa rá me tros adi cio na les que ge ne ra li zan la ecua ción lo gís ti ca.4

La cur va de Ri chards (1959) aún es la más po pu lar de es tas ge ne ra li za cio nes5

y es una de las ecua cio nes tra di cio na les para ca li brar con da tos ob ser va dos

ofre ci das en los pa que tes de soft wa re es ta dís ti co. Como la cur va lo gís ti ca es

tam bién una cur va sig moi dal pero su pun to de in fle xión pue de to mar cual -

quier va lor en tre 0 y L¥ .

En la sec ción I mo di fi ca mos el clá si co mo de lo de cre ci mien to eco nó mi co

de So low (1956) cam bian do la fun ción ex po nen cial de cre ci mien to de la po bla -

ción por una ley que ve ri fi que las pro pie da des in tro du ci das an te rior men te.

Este tra ba jo se en tien de como una con ti nua ción de los ejer ci cios pre ce den -

tes (Acci ne lli y Bri da, 2006a y b; Bri da, 2006; Bri da y Li mas Mal do na do,

2005, y Min ga ri Scar pe llo y Ri te lli, 2003), en los que se hace un aná li sis del

mo de lo de So low en el caso par ti cu lar en que la tec no lo gía de pro duc ción

está re pre sen ta da por una fun ción de pro duc ción del tipo Cobb-Dou glas y

la ley de cre ci mien to de la po bla ción es de tipo lo gís ti co (Acci ne lli y Bri da,

2006b; Min ga ri Scar pe llo y Ri te lli, 2003, y Bri da, Min ga ri Scar pe llo y Ri te -

lli, 2006) está re pre sen ta da por la ley de  Von Ber ta lanffy (Bri da y Li mas

Mal do na do, 2005), o si gue la ecua ción de Ri chards (Acci ne lli y Bri da, 2006a).

El tra ba jo de Dong han (1998) ha ins pi ra do el ac tual. En ese ar tícu lo el au tor

ob tie ne re sul ta dos si mi la res a los que pre sen ta re mos en las sec cio nes si guien -

tes y de allí he mos re co gi do al gu nas ideas para las de mos tra cio nes.

I. EL MODELO DE CRECIMIENTO DE SOLOW MODIFICADO

El mo de lo tie ne dos ele men tos cla ve: i) la fun ción de pro duc ción, es to es,

co mo el ca pi tal K  y el tra ba jo L se trans for man en pro duc to, y ii) co mo cam -
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3 En May nard Smith (1974) y Coke y Wit ten (1986) el lec tor pue de en con trar una re vi sión por-
me no ri za da acer ca del mo de lo lo gís ti co y de su uso para des cri bir la di ná mi ca de la po bla ción hu ma na.

4 Véa se, por ejem plo, Oli ver (1969), Chadd ha y Chit go pe kar (1971) y Zwan zig (1973).
5 Algu nos au to res lla man a la cur va de Ri chards ecua ción lo gís ti ca ge ne ra li za da. Véa se Nel der

(1961) y Tho mas et al (1980).



bian con el tiem po el tra ba jo y el ca pi tal. En lo que si gue en es te tra ba jo su -

po ne mos que el mo de lo ve ri fi ca las si guien tes pro pie da des:

i) La fun ción de pro duc ción F K L( , ) sa tis fa ce las si guien tes con di cio nes:

a)  F K L F K L K L( , ) ( , ); , ,l l l l= " Î §+ (ren di mien tos cons tan tes a

es ca la)

b)  F K F L K L( , ) ( , ) ; ,0 0 0= = " Î §+

c) ¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

F

K

F

L

F

K

F

L
> > < <0 0 0 0

2

2

2

2
, , ,

d) lim lim ; lim lim
K L K L

F

K

F

L

F

K

F

L® ® ® + ¥ ® + ¥
= = +¥ = =

0 0
0

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶
 (con di cio nes de Ina da)

ii) La ta sa de cre ci mien to de acer vo de ca pi tal igua la la in ver sión ne ta 

i sF K L= ( , ) me nos la de pre cia ción del ca pi tal dK :

K sF K L K
·

= -( , ) d (3)

iii) La fuer za de tra ba jo L t( ) ve ri fi ca las si guien tes pro pie da des:

a) L L L t t( ) ; ( ) ,0 0 0 00= > > " ³
·

 y lim ( )
t

L t L
® + ¥ ¥=  (la po bla ción es es tric -

ta men te cre cien te y aco ta da)

b) Si n t L t L t( ) ( )/ ( )=
·

 en ton ces n t t
·

< " ³( ) ,0 0 y lim ( )
t

n t
® + ¥

= 0 (la ta sa de

cre ci mien to de la po bla ción es es tric ta men te de cre cien te a 0)

 Las pro pie da des i) y ii) son las usua les en el mo de lo clá si co de So low. La

úl ti ma hi pó te sis es la úni ca di fe ren cia con el mo de lo ori gi nal pues en és te el

cre ci mien to de la po bla ción es ex po nen cial.

Si k K L= /  es el ca pi tal por tra ba ja dor y f k F K L F k( ) ( / , ) ( , )= =1 1  es la

fun ción de pro duc ción en for ma in ten si va te ner mos que

f ( )0 0=

¢ > " Îf k k( ) ,0  §+

lim ( )
k

f k
® + ¥

¢ = 0

lim ( )
k

f k
® +

¢ = +¥
0

¢¢ < " Îf k k( ) ,0  §+

De k K L= /  se deduce
k

k

K

K

L

L

· · ·

= - (4)

y en ton ces
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k

k

sF K L K

K
n t s

F
K

L

K

L

n t

·

=
-

- =

æ

è
ç

ö

ø
÷

- -
( , )

( )

,

( )
d

d

1

(5)

De aquí se ob tie ne la ecua ción fun da men tal del mo de lo de So low mo di fi -

ca do. Esta ley des cri be có mo va ría con el tiem po el ca pi tal per capi ta:

k sf k n t k
·

= - +( ) ( ( ))d (6)

Nó te se que en el mo de lo ori gi nal en el que la fuer za de tra ba jo cre ce ex -

po nen cial men te es n t n( ) =  (cons tan te) y la ley de va ria ción de ca pi tal per ca -

pi ta está re pre sen ta da por la ecua ción di fe ren cial au tó no ma

k sf k n k
·

= - +( ) ( )d (7)

En este caso sa be mos que hay un equi li brio $kn > 0 que es asin tó ti ca men te

es ta ble y to das las so lu cio nes de la ecua ción di fe ren cial con ver gen a la so lu -

ción de equi li brio $kn  cuan do t ® +¥.6  El va lor $kn  es la úni ca so lu ción po si ti -

va de la ecua ción
sf k n k( ) ( )= +d (8)

Por lo con tra rio, el mo de lo mo di fi ca do es tá re pre sen ta do por una ecua -

ción di fe ren cial no au tó no ma que tie ne un úni co equi li brio en k = 0. En la si -

guien te sec ción es tu dia mos las pro pie da des dinámicas de la ecuación (6).

II. ANÁLISIS CUALITATIVO DEL MODELO

Sea $k¥  la úni ca so lu ción po si ti va de la ecua ción

sf k k( ) = d (9)

En esta sec ción va mos a de mos trar que $k¥  es un atrac tor glo bal de la ecua -

ción (6). En par ti cu lar de mos tra mos que " >k0 0 exis te una úni ca so lu ción 

k t( ) al pro ble ma
k sf k n t k

k k

·

= - +

=

ì
í
ï

îï

( ) ( ( ))

( )

d

0 0

(S)

que es ta ve ri fi ca que
lim ( )

t
k t k

®+¥
¥= (10)
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6 En So low (1956) y Si mo ni vits (2000) se en cuen tran las de mos tra cio nes de las pro pie da des bá si cas
del mo de lo clá si co de So low. En par ti cu lar, se en cuen tra en es tas obras el si guien te re sul ta do que usa re -
mos más ade lan te en este tra ba jo: si k t( ) es una so lu ción de (7) con con di ción ini cial k k k kn n( ) $ ( ( ) $ )0 0> <
en ton ces k t( ) es es tric ta men te mo nó to na de cre cien te (cre cien te).



y que la con ver gen cia es mo nó to na. Ade más de mos tra mos teo re mas que

per mi ten ana li zar co mo va rían las so lu cio nes del pro ble ma ( )S  al cam biar la

con di ción ini cial k0  o al cam biar la cur va que de fi ne la ta sa de cre ci mien to de 

la po bla ción. Pa ra co men zar, vea mos el si guien te teo re ma de exis ten cia y

uni ci dad de tra yec to rias.

Teo re ma 1. Pa ra ca da k0 0> , exis te una úni ca so lu ción del pro ble ma ( )S  con

do mi nio [ , ).0 +¥

De mos tra ción. Sean g k t sf k n t k( , ) ( ) ( ( ))= - +d  y A k= + ¥ ´ + ¥[ / , ) [ , ).0 2 0

Te ne mos que: 

¶

¶
d d

g k t

k
sf k n t sf

k
n k

( , )
| ( ) ( )| ( ), ( ,= ¢ - - £ ¢

æ

è
ç

ö

ø
÷ + + "0

2
0 t A) Î

y por tan to g sa tis fa ce una con di ción de Lip chitz con cons tan te L sf k= ¢( 0 / 

2 0) ( )+ +d n  uni for me men te en A. Enton ces, por el teo re ma de exis ten cia

y uni ci dad de so lu cio nes para ecua cio nes di fe ren cia les or di na rias, sien do 

g con ti nua y uni for me men te lip chit zia na en A, exis te una úni ca so lu ción

del pro ble ma ( )S  con do mi nio [ , ).0 +¥

Teo re ma 2. Sean k t1( ) y k t2 ( ) so lu cio nes de la ecua ción di fe ren cial

k sf k n t k
·

= - +( ) ( ( ))d

con con di cio nes ini cia les k1 0( ) y k2 0( ) res pec ti va men te. Si se ve ri fi ca que 

k1 0( )< k2 0( ), en ton ces k t k t1 2( ) ( )<  para todo tÎ + ¥[ , ).0

De mos tra ción. Su pon ga mos por el ab sur do que exis te un va lor $ [ , )t Î + ¥0  tal

que k t k t1 2( $) ( $).³  Enton ces por con ti nui dad exis te un va lor t t
~

[ , $]Î 0  tal que

k t k t1 2( ) ( ).
~ ~

=  Esto no pue de ser pues exis te una so la so lu ción de la ecua -

ción di fe ren cial k sf k n t k
·

= - +( ) ( ( ))d  con la con di ción ini cial k t( )
~

=k t1( ).
~

Este re sul ta do es aná lo go al que se ob tie ne en el mo de lo clá si co de So low:

si dos eco no mías tie nen los mis mos fun da men ta les, en ton ces la que tie ne

ma yor ca pi tal per capi ta ini cial tie ne siem pre ma yor ca pi tal per capi ta. En lo

que si gue ha re mos uso de un teo re ma de com pa ra ción pa ra ecua cio nes di-

fe rencia les cu ya de mos tra ción se en cuen tra en tex tos avan za dos del te ma.

Teo re ma 3. Sean f t( ) y g t( ) so lu cio nes de las ecua cio nes di fe ren cia les

x F x
·

= ( , t)  y x G x t
·

= ( , ) res pec ti va men te, de fi ni das en el in ter va lo [a, b]

con la mis ma con di ción ini cial f a g a( ) ( ).=  Si las fun cio nes F  y G son lip -
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chit zia nas en [a, b] y se ve ri fi ca que F x t G x t( , ) ( , )£  pa ra to do t a bÎ [ , ],

en ton ces f t g t( ) ( )£  pa ra to do t a bÎ [ , ].

De mos tra ción. Véa se, por ejem plo, King, Bi lling ham y Otto (2003), p. 213.

Co ro la rio 4. Sean k t1( ) y k t2( ) so lu cio nes de las ecua cio nes di fe ren cia les

k sf k n t k
·

= - +( ) ( ( ))d 1

y
k sf k n t k

·

= - +( ) ( ( ))d 2

con la mis ma con di ción ini cial

k k k1 2 00 0( ) ( )= =

Si se ve ri fi ca que n t n t1 2( ) ( )£  para todo tÎ +¥[ , ),0  en ton ces k t k t1 2( ) ( )³

para todo tÎ +¥[ , ).0

De mos tra ción. Se de du ce di rec ta men te del teo re ma an te rior.

Este re sul ta do mues tra que cuan to más gran de es la tasa de cre ci mien to

de la po bla ción de una eco no mía me nor es el ca pi tal per capita. Esto in di ca

que una po lí ti ca que per mi ta ba jar la tasa de cre ci mien to de la po bla ción de

una eco no mía me jo ra el ré di to.

Teo re ma 5. Sean k t k t1 2( ), ( ) y k t3( ) so lu cio nes de las ecua cio nes di fe ren cia les

k sf k n k
·

= - +( ) ( ( ))d 0 (A)

k sf k n t k
·

= - +( ) ( ( ))d (B)

y

k sf k k
·

= -( ) d (C)

res pec ti va men te, y con la mis ma con di ción ini cial

k k k k1 2 3 00 0 0( ) ( ) ( )= = =

Si $kn  y $k¥  son los equi li brios de las ecua cio nes (A) y (C), en ton ces se

ve ri fi ca que:

i) k t k t k t1 2 3( ) ( ) ( )£ £  para todo tÎ +¥[ , );0

ii) Si k kn0 £ $  en ton ces k t2 ( ) es es tric ta men te cre cien te en [ , );0 + ¥

iii) Si $ $k k kn < £ ¥0  en ton ces exis te $ [ , )tÎ +¥0  tal que k t2( ) es es tric ta men -

te de cre cien te en [ , $]0 t  y es es tric ta men te cre cien te en [ $ , );t + ¥
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iv) Si $k k¥ < 0  en ton ces exis te $ [ , )t Î +¥0  tal que k t2( )  es es tric ta men te de -

cre cien te en [ , )0 +¥  o bien exis te  $ [ , )t Î +¥0  tal que k t2( ) es es tric ta -

men te de cre cien te en [ , $]0 t  y es es tric ta men te cre cien te en [ $ , ).t +¥

De mos tra ción. Antes de em pe zar la de mos tra ción in tro du ci mos la grá fi ca 1

que pue de ayu dar al lec tor a se guir la prue ba del teo re ma.

a) Sa be mos que 0 0 0< £ " Î +¥n t n t( ) ( ), [ , ), y esto im pli que que sf k( ) -

( ( ))d + n 0  k sf k n t k sf k k< - + £ -( ) ( ( )) ( ) ,d d  " Î +¥t [ , ).0  Enton ces por el 

teo re ma 3 es
k t k t k t t1 2 3 0( ) ( ) ( ), [ , ]£ £ " Î + ¥ (11)

Como k1 y k3  es tán aco ta das, en ton ces (11) im pli ca que k t2 ( ) está aco ta da.

b) Como k kn0 £ $  en ton ces la fun ción H k sf k n k( ) ( ) ( ( ))= - +d 0   ve ri fi ca

que (véa se grá fi ca 1): i) H k( ) > 0 si k kn< $ , ii) H k( ) = 0 si k kn= $ , iii) H k( )< 0

si k kn> $ . Esto im pli ca que si k kn0 < $  en ton ces

k sf k n k H k
·

= - + = >2 0 0 00 0 0( ) ( ) ( ( )) ( )d (12)

Lue go, por con ti nui dad de k t t
·

$ >
2 0 0( ),  tal que k t

·

>2 0( )  para todo 

t tÎ ( , ).0 0  Si k kn0 = $ , en ton ces

k sf k n k H k H kn

·

= - + = = =2 0 0 00 0 0( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )d

De to dos mo dos, como la de ri va da se gun da de k t2 ( ) ve ri fi ca que:

k t sf k t k t n t k t n t k t
· ·

= ¢ - + -
· ·

·

2 2 2 2 2( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )d (D)

po de mos cal cu lar, en par ti cu lar, el sig no de su va lor en 0:

POBLACIÓN Y CRECIMIENTO ECONÓMICO 13

(d + n(0))k dk

k

(k)sf

kkn
^ ^

GRÁFICA 1. La fun ción de pro duc ción y la de ter mi na ción del equi li brio en el

mo de lo de So low clá si co con ta sas de cre ci mien to de la po bla ción n( )0  y 0



k sf k k n k n k
· ·

= ¢ - + -
· ·

·

2 2 2 2 20 0 0 0 0 0 0( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )d = - >
·

n k( ) ( )0 0 02

y esto im pli ca que k t
·

2( ) es cre cien te en t = 0. Sien do k
·

=2 0 0( ) , po de mos

de du cir que $ >t0 0 tal que k t
·

>2 0( ) , para todo t tÎ ( , ).0 0  Por tan to, he mos 

de mos tra do que:

" £ $ >k k tn0 0 0$ ,  tal que k t t t
·

> " Î2 00 0( ) , ( , )

Su pon ga mos aho ra por el ab sur do que $ >t t1 0  tal k t
·

<2 1 0( ) . Sea t t2 0>  tal 

que
t t t k t2 0 2 0= ³ <

·

inf { : ( ) }

Por con tinui dad este va lor ve ri fi ca que k t
·

=2 2 0( ) . Por el cálcu lo he cho

en (D) para la de ri va da se gun da k t
· ·

2( ) te ne mos que:

k t sf k t k t n t k t n t
· ·

= ¢ - + -
· ·

·

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) (d ) ( ) ( ) ( )k t n t k t2 2 2 2 2 0= - >
·

y esto im pli ca que k t
·

2( ) es cre cien te en t t= 2. Por tan to $ >e 0 tal que 

k t
·

>2 0( )  para todo t t tÎ +( , ),2 2 e  y esto con tra di ce la de fi ni ción de t2. Lue -

go k t t
·

> " >2 0 0( ) ,  y en ton ces k t2 ( ) es es tric ta men te cre cien te en [ , ).0 + ¥

c) Si $ $k k kn < £ ¥0  como k t1( ) es es tric ta men te de cre cien te en [ , )0 + ¥  te -

ne mos que:
k sf k n k k

· ·

= - + = <2 0 0 10 0 0 0( ) ( ) ( ( )) ( )d

lo que im pli ca que exis te t0 0Î + ¥[ , ) tal que k t2( ) es es tric ta men te de cre -

cien te en [ , ].0 0t  Su pon ga mos por el ab sur do que k t t
·

£ " Î + ¥2 0 0( ) , [ , ).

Enton ces, sien do k t2( ) de cre cien te en [ , )0 + ¥  y aco ta da, exis te

lim ( )
t

k t k
® + ¥

=

y ade más es
(*): $ $k k k kn £ < £ ¥0

Sa be mos que

sf k t n t k t k t t( ( )) ( ( )) ( ) ( ) , [ , )2 2 2 0 0- + = £ " Î + ¥
·

d

y por tan to

lim [ ( ( )) ( ( )) ( )]
t

sf k t n t k t
® + ¥

- + £2 2 0d

Enton ces

sf k k( ) - £d 0

y esto im pli ca que k k³ ¥
$  (véa se grá fi ca 1). Esto con tra di ce la de si gual dad
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(*). La con tra dic ción par te de su po ner que k t t
·

£ " Î + ¥2 0 0( ) , [ , ) y por

tan to exis te t t1 0Î +¥( , ) tal que & ( ) .k t2 1 0>  Sea $ [ , )t Î + ¥0  tal que

t t k t^ = Î + ¥ >
·

inf{ [ , ): ( ) }0 02

Para este va lor se ve ri fi ca que

k t
·

=2 0( )^  y k t t t
·

< " Î2 0 0( ) , [ , ]^

Sólo nos que da por de mos trar que k t2( ) es es tric ta men te cre cien te en 

[ $ , ).t + ¥  Por el cálcu lo he cho en (D) te ne mos que:

k t sf k t k t n t k t n t
· ·

= ¢ - + -
· ·

·

2 2 2 2( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) (^ ^ ^ ^ ^ ^d ) ( ) ( ) ( )k t n t k t2 2 0^ ^ ^= - >
·

Enton ces k t
·

2( ) es cre cien te en t t= $ y por tan to $ >e 0 tal que k t
·

>2 0( )

para todo t t tÎ +( $ , $ ).e  Su pon ga mos por el ab sur do que $ >t t1
$ tal que 

k t
·

<2 1 0( ) . Sea t t2 > $ tal que

t t t k t2 2 0= ³ <
·

inf{ : ( ) }^

Por con ti nui dad este va lor ve ri fi ca que k t
·

=2 2 0( ) . Por el cálcu lo he cho

en (D) para la de ri va da se gun da k t
· ·

2( ) te ne mos que:

k t sf k t k t n t k t n t
· ·

= ¢ - + -
· ·

·

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) (d ) ( ) ( ) ( )k t n t k t2 2 2 2 2 0= - >
·

y esto im pli ca que k t
·

2( ) es cre cien te en t t= 2. Por tan to $ >x 0 tal que 

k t
·

>2 0( )  para todo t t tÎ +( , );2 2 x  esto con tra di ce la de fi ni ción de t2. Lue-

go, k t t
·

> " >2 0 0( ) ,  y en ton ces k t2( ) es es tric ta men te cre cien te en [ , ).0 + ¥

d) La de mos tra ción es aná lo ga a la de la par te an te rior.

Obser va ción 6. En el teo re ma an te rior, las ecua cio nes (A) y (C) re pre sen tan

el mo de lo de So low clá si co cuan do la ta sa de cre ci mien to cons tan te es 

n( )0  y 0 res pec ti va men te. En el nu me ral i) del teo re ma pre ce den te he mos

pro ba do que una eco no mía con ta sa de cre ci mien to de la po bla ción de -

cre cien te a 0 me jo ra el ré di to de una eco no mía con los mis mos fun da -

men ta les pe ro ta sa de cre ci mien to de la po bla ción cons tan te po si ti va. En

los nu me ra les ii)-iv) se de mos tró que si una eco no mía tie ne ta sa de cre ci -

mien to de la po bla ción de cre cien te a 0, en ton ces el ca pi tal per capi ta va ría

en for ma mo nó to na en un in ter va lo del ti po [ , ).t0 + ¥  La di fe ren cia con el

mo de lo de So low clá si co es que pa ra al gu nos va lo res de la con di ción ini -

cial k0 , la tra yec to ria es de cre cien te en un pe rio do ini cial has ta que al can za
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un va lor mí ni mo, a par tir del cual es es tric ta men te cre cien te. La mo no -

to nía jun to con la aco ta ción im pli can que las tra yec to rias del mo de lo

me jo ra do con ver gen en for ma mo nó to na a un va lor de lar go pe rio do. El

si guien te teo re ma se re fie re a es te va lor de lar go pe rio do.

Teo re ma 7. Si k t( ) es la so lu ción del pro ble ma ( ),S  en ton ces:

lim ( ) $
t

k t k
® + ¥

¥=

De mos tra ción. Por el teo re ma 5 sa be mos que k t( ) es una fun ción mo nó to na

y aco ta da y por tan to que exis te lim ( ) .
t

k t k
® + ¥

= > 0  Te ne mos que pro bar

que k k= ¥
$  y es to es equi va len te a pro bar que sf k k( ) ,- =d 0   ya que la

ecua ción sf k k( ) - =d 0 tie ne una úni ca so lu ción po si ti va. Ha re mos la

de mos tra ción del teo re ma pa ra el ca so en que k t( ) es una fun ción mo nó -

to na de cre cien te en un in ter va lo del ti po [ , ).t0 + ¥  La de mos tra ción es to -

tal men te aná lo ga pa ra el ca so en que k t( ) es una fun ción mo nó to na

cre cien te en un in ter va lo del ti po [ , ).t0 + ¥  Su pon ga mos en ton ces que k t( )

es una fun ción mo nó to na de cre cien te en un in ter va lo del ti po [ , ).t0 + ¥

Enton ces:

k t t t
·

< " Î + ¥( ) , [ , )0 0

Þ - + < " Î + ¥sf k t n t k t t t( ( )) ( ( )) ( ) , [ , )d 0 0

Þ - + £
® + ¥
lim [ ( ( )) ( ( )) ( )]

t
sf k t n t k td 0

Þ - £sf k k( ) d 0

Sólo nos que da por de mos trar que sf k k( ) - d  no es es tric ta men te ne -

ga ti vo. Su pon ga mos por el ab sur do que fue ra sf k k A( ) .- = <d 0  Enton ces

lim [ ( ( )) ( ( )) ( )]
t

sf k t n t k t A
® + ¥

- + = <d 0

Þ $ >t t1 0 tal que [ ( ( )) ( ( )) ( )] , [ , )sf k t n t k t
A

t t- + < " Î + ¥d
2 1

Þ < " Î + ¥
·

k t
A

t t( ) , [ , )
2 1

Þ - = < = - " Î + ¥
·

òk t k t k d
A

d
A

t t t t
t

t

t
( ) ( ) ( ) ( ), ( , )1 1 12 211

t t t
t

ò
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Þ < + - = -¥
® + ¥ ® + ¥
lim ( ) lim ( ) ( )

t t
k t k t

A
t t1 12

Pero esto con tra di ce el he cho de que k t( ) es una fun ción aco ta da.

Obser va ción 8. El teo re ma an te rior im pli ca que $k¥  es un atrac tor glo bal de

la ecua ción di fe ren cial (6): to das las tra yec to rias de (6) tien den asin tó ti ca -

men te a $ .k¥

Obser va ción 9. Ha bía mos ob ser va do an tes que de dos eco no mías con los

mis mos fun da men ta les, aque lla con ma yor ca pi tal ini cial per capi ta tie ne

ma yor ca pi tal per capi ta siem pre. El he cho de que $k¥  sea un atrac tor glo -

bal im pli ca que si los fun da men ta les de dos eco no mías son idén ti cos, en -

ton ces el ca pi tal per capi ta ini cial no afec ta el ca pi tal per capi ta de lar go

pe rio do.

Obser va ción 10. Co mo el ni vel de ca pi tal per capi ta de lar go pe rio do $k¥  no

de pen de de la ley de cre ci mien to de la po bla ción, dos eco no mías con di -

fe ren tes ta sas de cre ci mien to de la po bla ción mo nó to nas de cre cien tes a 0

que ten gan las mis mas tec no lo gía de pro duc ción, ta sa de cre ci mien to del

acer vo de ca pi tal y ta sa de de pre cia ción del ca pi tal con ver gen al mis mo

ni vel de ca pi tal per capi ta. Por tan to, en el mo de lo de So low mo di fi ca do la 

con ver gen cia es in de pen dien te de la ta sa de cre ci mien to de la po bla ción y

el va lor de lar go pe rio do es el es ta do es ta cio na rio po si ti vo del mo de lo de

So low clá si co con ta sa de cre ci mien to nu la, in de pen dien te men te de cuál

sea la ley de cre ci mien to de la po bla ción con ta sas de cre ci mien to de cre -

cien tes a 0.

Obser va ción 11. Va rios au to res (Cohen, 1995a y b; Kre mer, 1993; Arrow et

al, 1995; Me yer et al, 1999) han de mos tra do que el cam bio tec no ló gi co

afec ta el cre ci mien to de la po bla ción me dian te la ca pa ci dad de car ga del

pla ne ta: cuan do el de sa rro llo tec no ló gi co cre ce, la ca pa ci dad de car ga L¥

tam bién cre ce. Esto es, si de no ta mos con T  al ni vel de tec no lo gía, en ton -

ces la ca pa ci dad de car ga L T¥( ) es una fun ción cre cien te de la va ria ble T .

Un au men to de la ca pa ci dad de car ga L T¥( ) no in flu ye en la di ná mi ca del

mo de lo de So low clá si co, pues és ta no in ter vie ne en su for mu la ción, pe ro

si pro du ce un efec to en el mo de lo me jo ra do. En rea li dad, si au men ta el ni-

vel tec no ló gi co T , au men ta la po bla ción de lar go pe rio do del mo de lo (que

coin ci de con la ca pa ci dad de car ga L T¥( )) y, co mo el ca pi tal per capi ta se
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man tie nen cons tan tes, en ton ces au men ta el ca pi tal agre ga do de lar go pe -

rio do.

Teo re ma 12. La so lu ción del pro ble ma ( )S  es asin tó ti ca men te es ta ble.

De mos tra ción. Pa ra de mos trar la es ta bi li dad (Lya pu nov) de la so lu ción 

k t0( ) del pro ble ma ( )S  te ne mos que pro bar que: " >e 0, $ >d 0 tal que si 

k t1( ) es una so lu ción de la ecua ción di fe ren cial (6) con con di ción ini cial 

k k1 1 0= ( ) que ve ri fi ca | | ,k k1 0- < d  en ton ces es | ( ) ( )| ,k t k t1 0- < e  " Ît [0, + ¥).

Da do e > 0, sean j 1( )t  y j 2( )t  las so lu cio nes de la ecua ción di fe ren cial (6)

con con di cio nes ini cia les j 1 00 3 2( ) /= k  y j 2 00 2( ) /= k  res pec ti va men te.

Por el teo re ma 5 sa be mos que

lim ( ) lim ( ) $
t t

t t k
® + ¥ ® + ¥

¥= =j j1 2

y por tan to $ >t0 0 tal que | ( ) ( )|j e1 0t k t- <  y | ( ) ( )|j e2 0t k t- <  para todo 

t tÎ + ¥[ , ).0   Enton ces por el teo re ma 2, " Îk k k1 0 02 3 2[ / , / ], si k t1( ) es la

so lu ción de la ecua ción di fe ren cial (6) con con di ción ini cial k1 sa be mos

que
j j2 1 1 0( ) ( ) ( ), [ , )t k t t t£ £ " Î + ¥

Enton ces, " Îk k k1 0 02 3 2[ / , / ] la so lu ción k t1( ) ve ri fi ca que

| ( ) ( ) | , [ , )k t k t t t1 0 0- < " Î + ¥e

Por el teo re ma de de pen den cia con ti nua de las con di cio nes ini cia les

(King, 2003, p. 211), " >e 0, $ >d 0 (que po de mos ele gir de modo tal que 

d< k0 2/ ) tal que si k t1( ) es la so lu ción de la ecua ción di fe ren cial (6) con

con di ción ini cial k k1 0 0= ( ) que ve ri fi ca | | ,k k1 0- < d  en ton ces es

| ( ) ( )| , [ , ]k t k t t t1 0 00- < " Îe

Por tan to el va lor d > 0 que aca ba mos de se lec cio nar ve ri fi ca que si k t1( )

es la so lu ción de la ecua ción di fe ren cial (6) con con di ción ini cial k k1 1 0= ( )

tal que | | ,k k1 0- < d  en ton ces vale que | ( ) ( )| , [ , ).k t k t t1 0 0- < " Î + ¥e  Esto 

prue ba que la so lu ción del pro ble ma ( )S  es (Lya pu nov) es ta ble. Por el

teo re ma an te rior sa be mos que para cual quier par de so lu cio nes k t1( ) y 

k t2( ) de la ecua ción di fe ren cial (6) es

lim ( ) lim ( ) $
t t

k t k t k
® + ¥ ® + ¥

¥= =1 2

y por tan to te ne mos que
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lim [ ( ) ( )]
t

k t k t
® + ¥

- =1 2 0

Este lí mi te jun to con la es ta bi li dad pro ba da pre via men te im pli can que

la so lu ción del pro ble ma ( )S  es asin tó ti ca men te es ta ble.

Obser va ción 13. La es ta bi li dad asin tó ti ca de las so lu cio nes im pli ca que dos

so lu cio nes cua les quie ra, ade más de con ver ger, si tie nen con di cio nes ini -

cia les cer ca nas en ton ces se man tie nen siem pre cer ca.

CONCLUSIONES

En la teo ría del cre ci mien to eco nó mi co usual men te se su po ne que la po bla -

ción cre ce si guien do una ley ex po nen cial. Esto es cla ra men te irreal pues una

po bla ción que cre ce de modo ex po nen cial rá pi da men te ob tie ne un ta ma ño

muy gran de, mu cho más de lo que es la ca pa ci dad de car ga del pla ne ta. Es

por este mo ti vo que en este tra ba jo he mos su ge ri do sus ti tuir en el mo de lo

de So low la ecua ción de cre ci mien to ex po nen cial de la po bla ción por una

ley que ve ri fi que dos hi pó te sis bá si cas: i) la po bla ción es es tric ta men te cre -

cien te y aco ta da y ii) la tasa de cre ci mien to de la po bla ción es es tric ta men te

de cre cien te a 0. Con es tas hi pó te sis, y man te nien do in va riados los de más

su pues tos del mo de lo, ob te ne mos un mo de lo de So low me jo ra do. Del aná -

li sis de este mo de lo se de du ce que hay un va lor cons tan te $k¥  de lar go pe rio -

do al que tien de el ca pi tal por tra ba ja dor.

En la de ter mi na ción de este va lor de lar go pe rio do (y con tra ria men te a lo

que su ce de en el mo de lo de So low clá si co) no in ter vie ne la tasa de cre ci -

mien to de la po bla ción n t( ). Ade más el va lor $k¥  es ma yor que el va lor de

equi li brio $kn  del mo de lo clá si co. De aquí se de du ce que, en el lar go pe rio do

el de sem pe ño eco nó mi co me jo ra si la tasa de cre ci mien to de la fuer za de tra -

ba jo en vez de ser una cons tan te po si ti va de cre ce a 0, lo que pue de ser to ma -

do como una mo ti va ción para te ner una po lí ti ca de cre ci mien to po bla cio nal

efi cien te.

En este tra ba jo de mos tra mos que el mo de lo pro pues to es asin tó ti ca men -

te es ta ble de ma ne ra ge ne ral y que el ca pi tal por tra ba ja dor (in de pen dien te -

men te del ca pi tal per capita ini cial) con ver ge al va lor de lar go pe rio do $ .k¥  Al

ser el va lor de lar go pe rio do $k¥  la úni ca so lu ción po si ti va de la ecua ción 

sf k k( $ ) $ ,¥ ¥= d  de pen de sólo de la fun ción de pro duc ción f ( ),×  de la pro pen -

sión al aho rro s y de la tasa de de pre cia ción del ca pi tal d. De aquí se de du ce

POBLACIÓN Y CRECIMIENTO ECONÓMICO 19



que, con la hi pó te sis de cre ci mien to de la po bla ción como en este tra ba jo, si

dos paí ses tie nen las mis mas tec no lo gía de pro duc ción f ( ),×  pro pen sión al

aho rro s y tasa de de pre cia ción del ca pi tal d en ton ces con ver gen al mis mo va -

lor de lar go pe rio do de ca pi tal, con su mo y pro duc to per capita. Fi nal men te,

he mos tam bién mos tra do que si el cam bio tec no ló gi co afec ta el cre ci mien-

to de la po bla ción me dian te la ca pa ci dad de car ga del pla ne ta, en ton ces un

au men to del ni vel tec no ló gi co T, au men tan do la po bla ción y man te nien do

el ca pi tal per capita cons tan te, pro du ce un au men to del ca pi tal agre ga do de

lar go pe rio do.
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